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Préface 


Cet ouvrage présente les concepts fondamentaux d’optimisation clas- 
sique et de programmation linéaire. Il est destiné aux étudiants d’éco- 
nomie, de gestion, d'informatique de gestion et de mathématiques 
appliquées. Il s’adresse aussi aux chercheurs de divers domaines des 
sciences appliquées ainsi qu’aux professeurs qui disposent ainsi d’un 
support pour leur enseignement. Il est conçu pour un cours couvrant 
un semestre universitaire, à raison de deux heures de cours et de deux 
heures de travaux pratiques par semaine. Il nécessite des connais- 
sances en calcul différentiel et en calcul matriciel. 


Ce manuscrit a été imprimé pour la première fois en 1987 avec le 
titre « Introduction à la programmation linéaire » par les Éditions 
EDES de Neuchâtel. Depuis, il a été complété et amélioré par des 
années d’enseignement et d’expériences. 


Outre un prologue et un épilogue, l’ouvrage comporte une partie de 
théorie mathématique sur le calcul matriciel et les systèmes d’équa- 
tons et d’inéquations linéaires. Ensuite il traite d'optimisation clas- 
sique avec et sans contraintes, de programmation linéaire, de la 
méthode du simplexe et du simplexe révisé. Les derniers chapitres 
sont consacrés à la dualité, à la postoptimisation et analyse de sen- 
sibilité ainsi qu’aux problèmes de transport. L'accent a été mis sur 
l'explication des méthodes exposées et leur utilisation, en agrémen- 
tant la théorie de nombreux exemples numériques tirés de diverses 
situations de la vie économique et sociale. Chaque chapitre se termine 
par une série d’exercices illustrant les différents concepts et méthodes 
étudiés. Les solutions de tous les exercices sont présentées à la fin 
de l’ouvrage. Certains sujets de programmation linéaire, comme par 
exemple la théorie des graphes ou celle des réseaux, n’ont pas été 
abordés dans cet ouvrage. Les personnes intéressées pourront déve- 
lopper leur connaissance en consultant les ouvrages cités en référence. 
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Chapitre 1 


Prologue 


1.1 Introduction 


Dans une économie caractérisée par la raréfaction des ressources naturelles, 
une diminution des sources de financement et une concurrence toujours plus 
vive entre les entreprises, la répartition optimale de moyens limités entre la 
multitude des besoins devient la tâche principale des responsables politiques 
et économiques de notre société. Ce problème se retrouve dans tous les 
domaines de l’activité économique, politique, scientifique et sociale. 


En gestion de la production, il s’agit, par exemple, de définir une politique 
d’approvisionnement, d'adapter la production à la demande, de déterminer 
les niveaux de stocks. En gestion financière, il faut procéder au choix des 
investissements et définir un programme d’amortissements. En marketing, 
il est nécessaire d'établir un réseau de représentants, de choisir un support 
publicitaire. 


En raison de l’ampleur des enjeux décisionnels, le décideur ne peut plus 
prendre de décisions hâtives et justifier un choix d’attribution fondé sur un 
raisonnement instinctif ou des calculs naïfs. Une bonne résolution de ce type 
de problèmes nécessite la connaissance de méthodes approuvées aïnsi que la 
maîtrise des outils mathématiques et informatiques développés à cet effet. 


Les méthodes proposées pour résoudre les problèmes évoqués ci-dessus 
sont nombreuses, mais elles peuvent toutes se résumer à l’énoncé mathémati- 
que suivant, à savoir maximiser ou minimiser une fonction numérique de 
variables soumises à diverses contraintes. 


D) Prologue 


Soit f(x) = f(x1,...,2n) une fonction différentiable de n variables à 
valeurs réelles. Nous désirons trouver æ* tel que f(æx*) < f(x), pour tout æ. 
Dans ce cas, on dit que f possède un minimum global en æ*. Les variables 
notées en caractères gras représentent des vecteurs à n composantes. 

On dit que la fonction f(x) possède un minimum local en x, s’il existe 
un €, € > 0, tel que pour tout æ au e-voisinage de æ0, f(æo) < f(æ). 


Remarque 1.1 Un point x appartient au £-voisinage de æo si di € Toi — 
€, Toi + E[ pour tout i = 1,...,n. 


La méthode d'optimisation classique nous permet de déterminer des min- 
ima locaux en utilisant les dérivées partielles de f. Du calcul différentiel, 
nous trouvons que si f est différentiable et possède un minimum local au 
point &o, alors æ, doit être une solution à l’ensemble des n équations : 


Of(æ) 
Ôx; 


=0, j=1,...,n (1.1) 


Exemple 1.1 Si f(x) est une fonction de deux variables x1 et x2, le mini- 
mum local æo, s'il existe, est une solution des deux équations : 
Of(x Of(x 
J@) 6 f(æ) _; 


T1 ÔT2 


Dans ce cas: = 1,2: 


Ce résultat est également vrai pour une définition analogue du maximum 
local. Cette méthode est connue sous le nom de méthode d'optimisation 
sans contrainte. 

Lorsqu'il y a des contraintes, il faut résoudre le problème à l’aide des mul- 
tiplicateurs de Lagrange. Supposons qu’il y ait un ensemble de contraintes 
de la forme: AE D RE UC 


Nous pouvons alors écrire la fonction de Lagrange comme suit : 


m 


F(æ, À) = f(æ) + Xl - g(x) (1.2) 


i=1 


où À = (À1,..., Âm) est un vecteur de nombres réels. 
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Si f(x) atteint un minimum local au point æo, alors il existe un vecteur À 
tel que : 


0f(æo) (æo) Ogi( (to) 
= =" 1,11. 
 Ôx;. - 7e) 0x; J LS 
et 


Exemple 1.2 Considérons le cas d’une fabrique d’acier engagée dans la pro- 
duction de plaques de métal et utilisant dans son processus de fabrication des 
matériaux recyclés. Le métallurgiste responsable désire prévoir la production 
d'acier en fonction des matériaux recyclés employés. 


Soient Y, la production en tonnes à la 5" fusion et Sale j°me type de 
métal utilisé dans la 4€ fusion, sachant que à = 1,...,n et j =1,...,p. 

Le métallurgiste sait que le produit final est une fonction linéaire des 
matériaux entrés (inputs). Donc, il fait l'hypothèse d’un modèle linéaire 
pour prévoir la production finale qui est : 


Y = XB+e 


où Y = (M,...,Y),X = (x),e est un terme d’erreurs aléatoires et B 

dénote le paramètre inconnu qui doit être estimé. Pour l’estimation de B, il 

utilise la méthode des moindres carrés, c’est-à-dire qu’il désire minimiser : 
f(8)=(Y-XB)(Y -XB) (14) 


Soulignons que cette fonction est différentiable et qu’il s’agit d’un prob- 
lème d’optimisation sans contrainte. En annulant les dérivées partielles, nous 
obtenons les célèbres équations normales de l’analyse de régression sous la 
forme : 


_2XY +2X XB=0 
ou 


X'XB=-XY 
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Si nous supposons que X’X est de rang plein, alors B est la solution 
unique à (1.4) et 


B=(X'X)1XY 


Cependant, lorsque le métallurgiste débouche sur cette solution, il peut 
être amené à la refuser si certains B, sont négatifs, par exemple. En effet, 
il à à l’esprit certaines restrictions posées sur B. Généralement, les produits 
finis (en tonnes) sont plus petits ou égaux aux matériaux entrés car des 
pertes surviennent lors de la fusion. Il faut donc introduire ces restrictions 
supplémentaires sur BB, c’est-à-dire : 


CES RSR 3 =1,2,...,p 


Supposons que nous désirons résoudre ce problème avec de telles con- 
traintes par la méthode classique. Le problème est alors : 


trouver 6”, tel que f(B*) < f(B) pour tout B € F où 
F={B|0<#,<1,j=1,...,p} 


De tels problèmes sont en général difficiles à résoudre et nécessitent beau- 
coup de travail pour en déterminer le minimum global. Le lecteur intéressé 
peut se référer à Arthanari et Dodge (1993) pour plus de détails. 


1.2 Programmation mathématique 


Un problème de programmation mathématique peut s’énoncer de la manière 
suivante : 


trouver un æ* € F tel que f(æ*) < f(x) pour tout æ € F 


Ici Fest appelé ensemble réalisable. Si F est donné comme sous- 
ensemble de À”, nous obtenons alors le problème de programmation non 
linéaire suivant : 


trouver un x* € F tel que f(æ*) < f(x), pour tout xæ € F 
our = rl le) es tem m0} 
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Ici f est appelée fonction objectif (fonction économique) et g;(æ) < 
b;, à — 1,...,m sont les contraintes ; 9; est une fonction à valeurs réelles 
définie sur F', et æ > 0 est appelée contrainte de non négativité. On peut 
également énoncer le même problème comme suit : 


Minimiser f(x) 
sous contraintes  gi(æ) <b; i—1,...,m 
æ>0 (1.5) 


Remarque 1.2 Il est particulièrement aisé de travailler avec une variable x; 
sans restriction de signe, en remplaçant x; par la différence de deux variables 
non négatives. De même, des contraintes d'égalité peuvent être remplacées 
par deux contraintes d’inégalité. Des problèmes classiques sans contrainte et 
des problèmes avec contraintes d'égalité peuvent alors être considérés comme 
des cas particuliers de (1.5). 


Remarque 1.3 Lorsque la fonction objectif f(x) et les contraintes g;(æx) 
sont linéaires, nous sommes en présence d’un problème de programmation 
linéaire. De plus, si on impose à toutes les variables du programme d’avoir 
des valeurs entières à l’optimum, nous sommes en présence d’un problème 
de programmation linéaire en variables “entières” ou en nombres entiers. 


Les problèmes de programmation mathématique ont retenu l’attention 
de chercheurs en mathématiques, en économie et en recherche opérationnelle 
pendant plus de cinq décades. De plus, l’accent a été mis sur la résolution 
de certains problèmes en vue de trouver des méthodes efficaces, adaptables 
aux ordinateurs. Certains problèmes, comme ceux dans lesquels la fonction 
objectif et les contraintes sont linéaires, ont été entièrement étudiés et peu- 
vent être résolus aujourd’hui par des méthodes relativement efficaces. De 
même, les problèmes dans lesquels les solutions doivent être uniquement des 
composantes entières ont bénéficié d’une attention considérable de la part 
des chercheurs. 


1.3 Les programmes linéaires 


Les problèmes de programmation ont pour objectif l’allocation optimale de 
ressources limitées afin d’atteindre des objectifs donnés. Les contraintes peu- 
vent être d'origines très variées ; par exemple, elles peuvent être imposées 
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par les conditions du marché ou par celles de la production. Elles peuvent 
également provenir de la limitation du volume de stockage disponible ou de 
la quantité de matières en réserve. Il peut exister un grand nombre d’al- 
locations admissibles, mais le but est d’en déterminer une ou plusieurs qui 
maximisent ou minimisent des quantités telles que les profits ou les coûts. 

Les problèmes de programmation cherchent à déterminer la meiïlleure 
solution possible sous certaines contraintes. En particulier, ils évoquent des 
situations où un grand nombre de ressources telles que la main d’oeuvre, 
les machines et diverses matières disponibles doivent être combinées afin 
d'obtenir des produits de toute nature. 

Par exemple, certains produits chimiques peuvent être fabriqués grâce 
à des combinaisons variées de matières. Les produits obtenus sont ensuite 
soumis à différents traitements. Il faut, pour réaliser un programme optimal, 
considérer simultanément toutes les combinaisons possibles. 

Comme nous l’avons déjà indiqué auparavant, la programmation linéaire 
est un cas particulier d’un très vaste domaine : la programmation mathémati- 
que. La programmation linéaire concerne une catégorie de problèmes de 
programmation mathématique, où la fonction objectif et les contraintes sont 
linéaires. 

Les éléments de mathématiques de base, tels que le calcul matriciel et la 
convexité seront présentés dans le chapitre 2. Le chapitre 3 sera consacré à 
l’optimisation classique avec ou sans contraintes. 

Le chapitre 4 traitera de programmation linéaire. Le sujet du chapitre 5 
sera le développement théorique de la méthode du simplexe et le chapitre 6 
présentera la méthode du simplexe révisé. Dans le chapitre 7 nous étudierons 
la théorie de la dualité et son développement puis, dans le chapitre 8, quelques 
éléments d’analyse de sensibilité. Finalement, nous traiterons des problèmes 
de transport dans le chapitre 9. 


Chapitre 2 


Préliminaires 


2.1 Introduction 


Dans de nombreux domaines de l’économie, les différentes variables sont re- 
liées entre elles par des équations linéaires. Le calcul matriciel fournit une 
notation claire, précise et concise pour formuler et résoudre de tels problèmes, 
qui seraient la plupart du temps trop compliqués à résoudre de manière al- 
gébrique. Dans cette optique, l’utilisation de moyens informatiques permet 
un gain de temps considérable, notamment grâce à des logiciels tels que 
STAN, Lindo, Mathematica, Excel, Lotus et bien d’autres encore. Dans 
ce chapitre, nous présentons les bases de l’utilisation du logiciel Microsoft 
Excel, en particulier, les fonctions matricielles et l’outil Solveur. Nous 
définissons la notion de matrice, terme introduit dans un article publié en 
1842 par le mathématicien allemand Otto Hesse (1811-1874), à qui l’on doit 
notamment le développement de la théorie des fonctions algébriques ainsi 
que celle des invariants. Nous étudions ensuite les opérations possibles sur 
les matrices, ainsi que les règles permettant de trouver les solutions d’un sys- 
tème d'équations linéaires, avant de développer la résolution d’un tel système 
avec Excel. Enfin, nous présentons les notions de vecteurs, d'espaces vecto- 
riels, de convexité et d’inéquations linéaires. Pour conclure, nous donnons 
une application économique en utilisant un modèle aléatoire simple. 
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2.2 Logiciel Microsoft Excel 


Le logiciel Microsoft Excel est un tableur qui se présente sous la forme d’un 
classeur composé de feuilles de calcul. Chaque feuille de calcul est un tableau 
rectangulaire dont les lignes sont identifiées par des nombres et les colonnes 
par des lettres. Chaque cellule du tableau est donc identifiée par la ligne et 
la colonne à laquelle elle appartient. On délimite une plage rectangulaire de 
cellules par le couple de cellules constitué de la première cellule en haut à 
gauche et de la dernière en bas à droite. 


X Microsoft Excel - Class2 [OI x 


S\)F Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenêtre 2 ACIER 


M LEE ses 2e) 21e) 2 NEIL 
SJPALIFIEIER rt 


4 4{ »{ if, Feuilt { Feu? { Feuls # Feuilf Z Feui5 4 Feu | | 


Prêt | Somme=0 


Figure 2.1 : Sélection de la plage (A1 :B5) 


Une cellule de feuille de calcul Excel peut contenir du texte, un nombre, 
une formule ou faire référence à une autre cellule ou groupe de cellules. Il est 
possible d’attribuer un nom à une cellule ou à un groupe de cellules ; il suffit 
alors de citer ce nom sans qu’il soit nécessaire de se souvenir de l’emplacement 
de cette cellule ou de ce groupe de cellules. Ce nom peut contenir jusqu’à 
255 caractères, mais ne doit pas commencer par un chiffre ; d’autre part, 
les caractères spéciaux tels que [{+*-/@<>&# ne peuvent pas être utilisés. 
Nous verrons au point 2.5 qu’il est parfois nécessaire d’attribuer un nom. 
Pratiquement, la façon la plus simple de procéder est la suivante (voir aussi 
Figure 2.2) : 
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1. sélectionner la ou les cellules à nommer ; 
2. cliquer avec la souris sur Nom dans le menu Insertion ; 


3. choisir l’option Définir et taper le nom dans la boîte de dialogue. 


X Microsoft Excel - Class2 [_[OI XI! 
5) Fichier Edition Sffichage ÉRÉATUR Format Outils Données Fenêtre 2? -l5]x| 


dela all] x Cellule. c[A| a1[z1| s[ælæl ni 


Ligne 
Colonne | | 000! “8 | :% 
Feuille de calcul 

Graphique > 

Macro L 


SEUVUEHaUE 
Fonction. 
Définir. 
ännotation… (GIE 
Créer... 


ANECIET 


Image. 
Carte... 
Objet. 


4 4{ »{ nf Feuilt {Feul2 {Feu £ Feuif { Feui5 {| «| 


Définit ou supprime des noms 


Figure 2.2 : Définir un nom pour la plage de cellules sélectionnées. 


Il est parfois utile et plus rapide d’attribuer des noms déjà saisis au-dessus, 
au-dessous, à gauche ou à droite des cellules ; tout particulièrement s’il y a 
plusieurs cellules à nommer et lorsque le résultat présenté est un tableau à 
double entrée, la procédure devient alors : 


1. taper les noms à donner sur la ligne supérieure ou dans la colonne de 
gauche ; 


2. sélectionner la ou les cellules à nommer ; 
3. cliquer avec la souris sur Nom dans le menu Insertion ; 


4. choisir l’option Créer et sélectionner l'emplacement des noms dans la 
boîte de dialogue (Figure 2.3). 
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Créer des noms FH1E2 


-Noms 
OK 


ti 


FT Colonne de gauche Annuler | 


F Ligne du bas 
F Colonne de droite 


Figure 2.3 : Boîte de dialogue ” Créer des noms”. 


2.3 Les fonctions dans Excel 


Outre les opérations mathématiques élémentaires, Excel est doté de nom- 
breuses fonctions mathématiques, statistiques, financières et logiques. Lorsqu'une 
fonction est placée dans une cellule, elle commence toujours par le signe “=”. 

Il existe deux solutions pour saisir une fonction : soit en la tapant directe- 
ment dans la cellule, ce qui suppose que l’on en connaît la syntaxe exacte, 
soit en utilisant l'assistant de fonction (Figure 2.4) en cliquant sur Fonction 
dans le menu Insertion. 


Assistant Fonction - Etape 1 sur 2 HE 


Choisissez une fonction et appuyez sur le bouton Suivant pour remplir ses arguments. 


Catégorie de fonction: Nom de la fonction: 


Les dernières utilisées DETERMAT 

Toutes 
Finances 

Date & Heure 

Math & Trigo 
Statistiques 
Recherche & Matrices 
Base de données 
Texte 

Logique 

Information 


DETERMAT(matrice) 


Donne le déterminant d'une matrice. 


hide | ännuler | Précédent Ein | 


Figure 2.4 : Boîte de dialogue de l’assistant fonction 


2.4. Matrices EL 


Il est souvent plus intéressant d'utiliser des formules qui effectuent des 
opérations sur des nombres contenus dans un groupe de cellules. La Figure 
2.5 explique ainsi comment élever tous les nombres de la colonne À à la 
puissance contenue dans la cellule B1. Noter que la référence B1 est précédée 
du signe $, pour qu’elle ne soit pas modifiée en recopiant la formule vers le 
bas (en cliquant et en tirant avec la souris la poignée de recopie). 

Grâce à cette manière de procéder, même si le contenu des cellules change, 
le résultat est automatiquement modifié. D'autre part, il est possible de 
combiner les différentes fonctions d’Excel entre elles. 


X Microsoft Excel - Classi 


1 Fichier Edition Sffichage Insertion For 


QE al SRI] 48e] 


Figure 2.5 : En tirant la poignée de recopie jusqu’à la cellule B6, 
le calcul est automatiquement effectué. 


2.4 Matrices 


Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres réels pouvant se repré- 
senter de la manière suivante : 


@i1 12 Ain 

G21 22 An 
A = (ai) 

Ami m2 ::. Amn 


Les termes représentés dans le tableau constituent les éléments de la ma- 
trice. Ces éléments, notés a;;, sont caractérisés par leur valeur et leur posi- 
tion. L'indice de ligne à et l’indice de colonne j indiquent la position d’un 
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élément dans la matrice. Ainsi, l'élément a;; se trouve dans la jème ligne et 
la jèM€ colonne. Une matrice composée de m lignes et n colonnes est dite 
d'ordre (m x n). Une matrice d'ordre (m x 1) est appelée vecteur-colonne, 
tandis qu’une matrice d’ordre (1 x n) est appelée vecteur-ligne. Une ma- 
trice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes est une matrice 
carrée d’ordre n. 

Dans le logiciel Excel, tout groupe de cellule formant un tableau rectangu- 
laire peut être considéré comme une matrice. La plupart des opérations sur 
les matrices peuvent être effectuées directement en utilisant l’Assistant fonc- 
tion. Pour valider une fonction matricielle, il suffit de presser simultanément 
les touches Ctrl, Shift et Enter. 


2.5 Opérations élémentaires sur les matrices 


e Addition de matrices 


Si À = (a;;) et B = (b;;) sont deux matrices d'ordre (m x n), leur somme 
A + B est définie par la matrice € = (c;;) d'ordre (m x n), dont chaque 
élément est la somme des éléments correspondants de À et B : 


C=lc)=A+B= (a; +b;;) 
Ainsi, l’addition se fait terme à terme. 
e Multiplication d’une matrice par un scalaire 


Si à est un scalaire et À une matrice, le produit a A s’obtient en multi- 
pliant chaque élément de À par a : a A = a(a;;) = (aa;;). 


e Multiplication de matrices 


Soient À et B deux matrices, le produit AB est défini si et seulement si 
le nombre de colonnes de À est égal au nombre de lignes de B. Si 
A est d'ordre (m x p) et B d'ordre (p X n) alors le produit AB est défini 
par la matrice C d’ordre (m x n) dont les éléments sont obtenus par : 


P 
Cij — ; Qik0pj Lien et ds 
k=1 
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2 0 
Exemple 2.1 À — DE et B=|15 
4 1 0 30 


La fonction à utiliser dans Excel est PRODUITMAT. Une fois que les 
deux matrices ont été saisies, il faut sélectionner une plage de cellules de 
dimension appropriée. La figure 2.6 représente la feuille de calcul correspon- 
dante ainsi que l’Assistant de fonction lors de la dernière étape précédant la 
validation du résultat. 


AE OUT MATE 02:64:06) 


Assistant Fonction - Etape 2 sur 2 


PRODUITMHAT Valeur. {80:95} 


Calcule le produit de deux matrices. 


Matrice? (obligatoire) 
sont les matrices que vous souhaitez multiplier. 


matricel Æ/[E1:02 {1\ON2:441N0} 
matriceZ Æ][B4C5 1240:145;340} 


hide | Annuler | < Précédent | Goiyant 


Figure 2.6 : Multiplication de matrices sur Excel. 


À noter que AB Z BA: en effet, on voit dans la Figure 2.7 que les 
résultats sont différents. 


Figure 2.7 : Résultats de AB et de BA 
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La multiplication matricielle n’est pas commutative : AB Z BA, en 
général. 

Lorsque AB — BA, on dit que les matrices À et B commutent. Dans 
ce cas, on écrit [ A B e 


e Transposée d’une matrice 


La transposée d’une matrice A{,,xn) est définie comme une nouvelle ma- 
trice, notée A’ (nxm). Elle à pour colonnes les lignes de À et pour lignes les 
colonnes de À : A” = (a;;) = (a). 

La fonction TRANSPOSE permet d'obtenir rapidement le résultat souhaité 
dans Excel. Elle s'utilise comme les autres fonctions matricielles, en sélec- 
tionnant la plage de destination et en appelant l’Assistant fonction. 


Exemple 2.2 La matrice À d'ordre (2x3) et sa transposée A° d'ordre (3x2) 
calculée avec Excel. 


{=TRANSPOSE(51:D2)} 


24 0 
a=-(513) 


2.6 Les différents types de matrices 


e Matrice nulle 
La matrice nulle, notée 0 n’est composée que de 0. 


e Matrice identité 
Il s’agit d’une matrice carrée contenant le chiffre 1 sur la diagonale 
principale et des 0 partout ailleurs. Elle est notée TI. 


e Matrice symétrique 
Il s’agit d’une matrice À carrée telle que À = A’. 


e Matrice anti-symétrique 
Il s’agit d’une matrice À carrée telle que À = —A'. Une matrice 
anti-symétrique comporte des 0 sur sa diagonale principale. 
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e Matrice scalaire 
Il s’agit d’une matrice À carrée telle que : 


Qij = 0 si 1É7 


e Matrice diagonale 
Il s’agit d’une matrice À carrée telle que : 


e Matrice triangulaire supérieure 
Il s’agit d’une matrice À carrée telle que : 


Gij = 0 pour 2>37 


2.7 ‘Trace d’une matrice carrée 


Définition 2.1 La trace d’une matrice carrée À est la somme des éléments 
de la diagonale principale : 


Tr(A) —= 2 ii 
i=1 


2.8 Déterminant 


À chaque matrice carrée À, on associe un nombre appelé déterminant que 
l’on note dét(A) ou simplement | À |. 

Pour définir le déterminant d’une matrice carrée À d’ordre n, on com- 
mence par choisir n éléments a;; en prenant un seul élément par ligne et par 
colonne pour en faire le produit. 
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On peut procéder à ce choix de la manière suivante: on conserve dans leur 
ordre naturel les indices de ligne et on opère une permutation quelconque des 
indices de colonne 


@1514252 - - : Anjÿn 


On multiplie ensuite ce produit par €(;), c’est-à-dire par 1 si la permuta- 
tion est paire et par —1 si la permutation est impaire. 

En procédant de même pour toutes les permutations et en sommant tous 
ces produits, on obtient le déterminant de À. 


Définition 2.2 On définit le déterminant comme suit : 


|A | D Etpara2e… anÿn 
(3) 


Le symbole 2 5 signifie que la somme est calculée sur toutes les permu- 
tations. 


Exemple 2.3 Pour une matrice d'ordre 3, on a : 


Permutations Nombre d’inversions Parité 


1,2,3 0 paire 
2,3,1 L paire 
3,1,2 2 paire 
1,3,2 1 impaire 
2,1,3 1 impaire 
3,2,1 3 impaire 
Ainsi : 
[A] = @)@2(2)a3(3) + G(2)42(3)43(1) + M(3)421)43(2) 


—@1(1)02(3)43(2) — d1(2)42(1)43(3) — G1(3)02(2)4 


La définition du déterminant qui a été donnée s’appelle l’expansion par 
les lignes (indices de ligne fixés dans leur ordre naturel). 

On peut tout aussi bien fixer les indices de colonnes dans leur ordre 
naturel et opérer les permutations sur les indices de ligne. 

On obtient le même résultat du déterminant en faisant une expansion par 
les colonnes. Ainsi | À |=| 4 |. 


2.8. Déterminant LE 


Ce résultat très important provient du fait que tous les résultats sur les 
lignes de À seront également valables pour les colonnes de À. 

Appliquons ce résultat à un exemple numérique résolu avec Excel (Figure 
2.8). La fonction qui calcule le déterminant s'appelle DETERMAT. Il faut 
se placer dans la cellule de destination, choisir la fontion DETERMAT 
dans l’Assistant fonction et sélectionner la plage de cellules correspondant à 
la matrice À. 


2 3 —1 
Soit À — 0 6 4 
=1, 2% 2 


213|-1 
BAM A = 0 6) 4 dét «4 = Erol 
Er -112| 2 


Figure 2.8 : Calcul du déterminant de la matrice A 


e L’expansion du déterminant par les cofacteurs 
Reprenons le déterminant de la matrice À ci-dessus : 


11422433 + G12423Q31 + 4130421432 
— (a11023032 + A12021433 + G13Q22031) 


Considérons maintenant les deux termes qui contiennent l’élément 


@i1 : 11422433 — 11423432 AUE NOUS pOuUVONS écrire 
@11 (a22a33 ee a23432) 


Les termes entre parenthèse représentent le cofacteur de l’élément a11. 
On notera qu’il ne contient aucun élément de la première ligne ni de la 
première colonne. Nous représentons le cofacteur de a;1 par Au. 
Considérons maintenant les deux termes du déterminant contenant le 
2° élément de la première ligne À : 


1202930431 — A12021033 — 12 (a23a31 S Q21033) 
= a12A12 
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De même, pour le troisième élément de la première ligne de À : 


d13421032 — 13022431 — 13 (a21a32 En a22431) 
ai3A13 


Notons que tous les termes du déterminant ont été utilisés. Nous pou- 
vons donc écrire : 


3 
[A] = a A1 + a2A59 + 3413 = D» GA; 


j=1 


Le même raisonnement peut être répété pour toutes les lignes et colonnes 
de A. Le cofacteur À;; de l'élément a;; est égal au déterminant de la 
sous-matrice obtenue à partir de la matrice originale lorsque l’on a 


éliminé la i°" ligne et la j"° colonne, multiplié par (—1) 7. 


2.9 Inverse d’une matrice 


Définition 2.3 Soit À et B deux matrices du même ordre. B est l'inverse 
de À si et seulement si : 
AB =BA=-T. 


Résultat 2.1 Soit À une matrice carrée. Si AB = I et CA = I, alors 
B = C (l'inverse à droite et à gauche sont identiques). 


On note l’inverse d’une matrice À par A7f. 


Résultat 2.2 Si À est inversible (c’est-à-dire possède un inverse), alors l’in- 
verse est unique. 


2.10 Calcul de l’inverse d’une matrice carrée 
Nous avons vu précédemment qu’à chaque élément a;; de la matrice À cor- 


respond un cofacteur A;;. Nous pouvons dès lors former la matrice des co- 
facteurs (4;;). Cette matrice sera notée A°. 
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La transposée de cette matrice est appelée matrice adjointe et notée A. 


Au A) sr An 
c\! ! À A2 Sierre Àyo 

As = (4) = = | Te CR UT 
Aïn An FAR A 


Le produit AA‘ est une matrice dont l'élément de la 4°" ligne et jme 


colonne est : 
nm nm 
! 
) aix A; ŒE ) aix AÀjk 
k=1l k=1 


Or, le résultat 2.2 nous montre que : 


dax =0 si 143 


k=1 


Par conséquent, tous les éléments hors de la diagonale principale de AA° 
sont nuls. Les éléments de la diagonale principale sont donnés par : 


Ÿ_axAx —| A | 
k=1 


Ainsi : 
AA=| A|I 
Si | À |£ 0, on obtient : 
1 
A—— At =TI 
| À) 


et puisque l’inverse est unique : 


1 
Ai AS 
|A] 


À noter que l'inverse de À existe si et seulement si : 
| A0 


Dans ce cas, À est dite non-singulière. 
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e Marche à suivre pour inverser une matrice 
1. Calculer | À | ; si | À |— 0, l'inverse n’existe pas ! 


2. Pour chaque élément de À, calculer son cofacteur. 


3. Construire la matrice adjointe : (A°) — A%. 
4. At s'obtient en divisant chaque élément de AÀ® par le déterminant de 
À : 
Al ie A 
| A] 

Le logiciel Excel contient une fonction permettant d’inverser une matrice 
(Figure 2.9). Il s’agit de la fonction matricielle INVERSEMAT, que l’on 
active en sélectionnant une plage de cellule de dimension égale à la matrice 
à inverser et que l’on valide avec les touches Ctrl + Shift + Enter. 

2 0 1 
Soit la matrice À — 


Figure 2.9 : Matrice À et son inverse. 


2.11 Rang d’une matrice 


Avant d'introduire la notion de rang d’une matrice, rappelons qu’une sous- 
matrice de À est une matrice obtenue de À en éliminant un certain nombre 
de lignes et de colonnes. 

La plus grande sous-matrice est la matrice À elle-même tandis que la plus 
petite n’est composée que d’un seul élément de À. 


Remarque 2.1 L'ordre maximum d’une sous-matrice carrée d’une matrice 
A d'ordre m X n est égal au plus petit des entiers m et n. 


2.12. Transformations élémentaires 21 


Soit r un nombre entier tel que r < min(m, n). 

Le rang d’une matrice À d’ordre (m x n) est égal à r s’il existe au moins 
une sous-matrice carrée d’ordre r qui est non-singulière et si toutes les sous- 
matrices carrées d’ordre supérieur à r sont singulières. 


Définition 2.4 Le rang d’une matrice est égal à l’ordre de la plus grande 
sous-matrice carrée non-singulière. 


Dans le cas d’une matrice nulle, on dit que le rang est zéro. Lorsque le 
rang r d’une matrice est maximal : r — min(m,n) ; la matrice est dite de 
rang plein. 


2.12 Transformations élémentaires 


Il est évident que le calcul du rang d’une matrice peut être une opération très 
longue. Prenons le cas d’une matrice carrée d’ordre n. Nous devons d’abord 
calculer le déterminant de la matrice. S'il est différent de zéro, le rang de 
la matrice est n, mais s’il est égal à zéro, il faut calculer le déterminant des 
sous-matrices d’odre (n — 1). Or, il y en a n°. Et si toutes ces sous-matrices 
ont un déterminant nul, il faut passer aux sous-matrices d’ordre (n — 2) et 
ainsi de suite. C’est pour cette raison que nous allons voir une méthode qui 
facilite la détermination du rang d’une matrice. Cette méthode se base sur 
les transformations élémentaires. 
Il y à trois sortes de transformations élémentaires : 


1. Echange de deux lignes (colonnes) de la matrice. 


2. Multiplication de tous les éléments d’une ligne (colonne) de la matrice 
par la même constante (différente de zéro). 


3. Addition aux éléments d’une ligne de la matrice un multiple quelconque 
des éléments correspondants d’une autre ligne (idem pour les colonnes). 


Ces transformations élémentaires ne changent pas le rang de la matrice. 
Aïnsi, nous allons utiliser ces transformations pour réduire une matrice À à 
sa forme normale. Si À est une matrice d'ordre (m x n), sa forme normale 
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est la suivante : 


1 O0 010 0 
; 0 1 010 0 
0 0 110 0 =|9 : 
0 0 010 0 
HET ut Fe selle Be à 
De Ou OM ess 


Le rang de cette matrice est r, car la plus grande sous-matrice non- 
singulière est d’ordre r. 


2.13 Systèmes d’équations linéaires 


Un système d'équations linéaires peut s’écrire sous la forme générale : 


DiiER CE ste EE Las te es bi 
@2121 + @22X2 He y. Aonln — ba 
GmiTi + Am2L2 + ... + AmnTn —= bis 


Ce système peut s’écrire de façon beaucoup plus concise sous forme ma- 
tricielle : 
Az =b 


où À est la (mxn) matrice des coefficients, æ le (n x 1) vecteur des inconnues 
et b le (m x 1) vecteur des constantes (également appelé second membre). 

La terminologie adoptée dans ce paragraphe est la suivante : on appelle 
matrice augmentée la matrice À à laquelle on a ajouté le vecteur b et on 
la note (A | b). On appelle solution du système l’ensemble des valeurs 
T1, T2,..., En Qui satisfait simultanément les m équations du système. 

Un système d'équations est dit équivalent à un autre système si toutes 
les solutions du premier système sont les mêmes que celles du deuxième et 
inversement. 


Résultat 2.3 Les trois opérations élémentaires (décrites dans le paragraphe 
2.12) appliquées aux lignes de la matrice augmentée fournissent un système 
d'équations équivalent. 
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Exemple 2.4 Soit à résoudre le système d'équations linéaires : 


27%: + 3T9 — 8 
51 + 7%9 — 19 


La matrice augmentée s'écrit : 
(A | b) = 
5 7|19 


Appliquons les opérations élémentaires sur les lignes de cette matrice de 
manière à obtenir la matrice identité dans la partie non-augmentée. 


RIRa 1, 114 
PH D L5 — 5L; 
5 7]|19 D: . | 19 
1  £| 4 tre : 
a (—2)Le T2 L; =, 512 
0 —5|—1 Doubles 
Le COUT 
r> 
QE F2 


Le système d’équations ainsi obtenu est équivalent à celui de départ et 
s'écrit : 
1%: + 0x2 — 1 
0x: + 1% = 


D'où la solution immédiate : x, = 1 et 2 — 2. 

Cependant, il n’est pas toujours possible de procéder ainsi ; en effet, nous 
n’avons pu obtenir une matrice identité dans la partie non-augmentée que 
parce que la solution à ce système d’équations était unique. 

Un système d’équations peut avoir une solution unique, une infinité de 
solutions ou aucune solution. Dans ce dernier cas, on dit que le système est 
incompatible. Si un système d’équations a au moins une solution, il est dit 
compatible. 

Le résultat 2.4 nous indique sous quelle condition un système est com- 
patible. 
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Résultat 2.4 Un système de m équations à n inconnues est compatible si 
et seulement si : 


r(4) = r(A |b) 


En effet, par des opérations élémentaires sur les lignes de la matrice aug- 
mentée, on aboutit au système d'équations équivalent suivant: 


DD 0 a) 25 er 
DO 1: 0 Guen +22 on be 
0 0 RC 
(RP EE 
D OM EN SON TES 


où la notation à;;, b, indique que les valeurs de a;; et b; ont été modifiées par 
ces opérations élémentaires. 

Le rang de cette matrice sans la dernière colonne est r. 

Si bu bits = dm 0, le rang de la matrice augmentée correspond 
également à r et le système est compatible. : 

En revanche, si l’une de ces valeurs est non nulle (par exemple by # 0, 
avec r +1 < k < m), le rang de la matrice (A | b) vaut r +1. Le système 
est donc incompatible puisque l’équation 0 = 4 est absurde. 

Notons que lorsque le système est compatible, on peut donner aux (n—r) 
variables &,:1,...,%, des valeurs arbitraires et calculer les valeurs correspon- 
dantes de Z1,...,%,. 

On trouve ainsi toutes les solutions du système. On parle alors de solution 
complète. 


Exemple 2.5 Soit à résoudre le système d'équations : 


Lits +Es —. 7 
2% +3%2—2%3 — 4 
7%: + 10% CE 273 — 19 


Effectuons les opérations élémentaires sur les lignes de la matrice 
augmentée: 
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ES Rd 
D 6 ll 4 Pa 
7 10 —2|19 FR 
is À À 7 1. 0 4), 47 
0, SET ÉU GOT. ele 
dé NE D D 
Où 3 1-0 =4û De. 0 0 O0 0 


Comme r(A) = r(A | b) — 2, le système est compatible. On peut choisir 
(n—r) = (3—2) = 1 variable arbitrairement. EÉcrivons pour cela les équations 
obtenues à partir de la dernière matrice augmentée : 


ti +0x2+4xz — 17 
0x: + Lo — 3T3 — —]0 
Posons par exemple 43 —= t € IR. D'où æ, — 17 — 4t et 
T2 — —10 + 3t. 
La solution complète du système est donc : 
T1 17 — 4t 
T—= | % — —10+3 |, tek 
T3 t 


Pour chaque valeur donnée du paramètre t, la solution satisfait le système 
considéré de trois équations à trois inconnues. 

Voyons à présent les trois cas de figure qui peuvent se présenter dans un 
système d’équations, à savoir m = n, m > net m<n. 


Système de m équations à n inconnues (m = n) : 
e |A }|Z0: la solution est unique et donnée par æ = A tb. 
e|A=0etr(A) =r(A | b) : infinité de solutions. 
e|A=0etr(A) £r(A |b): pas de solution. 
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Système de m équations à n inconnues (m > n) : 

e r(A) =r(A | b) et r(A) = n : solution unique. 

e r(A) =r(A |b) et r(A) < n : infinité de solutions. 


e r(A) £r(A | b) : pas de solution. 


Système de m équations à n inconnues (m < n) : 


e r(A) = r(A | b) : infinité de solutions. 


e r(À) £r(A | b) : pas de solution. 


À noter que lorsque m < n, il ne peut y avoir une solution unique puisque 
r <net donc (nr) > 0. 


2.14 Utilisation de l’outil Solveur 


Après cette section consacrée aux systèmes d'équations linéaires, il est 
opportun d’expliquer l’utilisation de l’outil Solveur d’Excel. En effet, il 
permet de résoudre aisément de tels systèmes. 


Exemple 2.6 Soit à résoudre le système d'équations linéaires suivant : 


LT +Lo+Ts — 9 
2% +3t%2—2x3 — 16 
7%: + 10% . 273 — 57 


Il convient en premier lieu de nommer les cellules contenant les variables. 
La solution la plus simple consiste à écrire sur la première ligne les variables 
et à attribuer à la deuxième ligne des valeurs arbitraires. Pour ce faire, il faut 
sélectionner les cellules à nommer puis choisir Nom, Créer dans le menu 
Insertion, avant de séléctionner la ligne du haut et de cliquer sur OK. 
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E Carta de ee Annuler | 


F Ligne du bas 
F Colonne de droite 


Figure 2.10 : Attribution des noms de variables aux cellules A2 :C2 


Il faut ensuite saisir les trois équations du système dans la feuille de calcul 


X Microsoft Excel - Calculs matriciels 2 
5) Fichier Edition fichage Insertion Format 


| ml" | là] lee] < w 
Fe = = 


Figure 2.11 : Saisie des équations 


À noter que les équations n’apparaissent pas à l'écran. En revanche, 
les résultats des calsculs sont affichés avec les valeurs actuelles (dans notre 


exemple x; = xz2 = x3 — 1) des variables. L'étape suivante consiste à lancer 
le Solveur en cliquant sur Solveur du menu Outil. 
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Paramètres du Solveur EX | 
Cellule cible à défini: FC Résoudre 


Egale à © Max © Min © Valeur fo ER | 


- Cellules variables: 


[ Proposer | 
+ Contraintes: Options. | 


= &jouter. | 
Modifier. | AREFE 
établir | 
= Supprimer = - 
El _Suppimer | aide | 


Figure 2.12 : Boîte de dialogue du Solveur 


Le logiciel propose toujours de définir une cellule cible : celle-ci doit 
correspondre à la première des trois équations du système. Si tel n’est pas le 
cas, cliquer dans la plage Cellule à définir et sélectionner la cellule contenant 
la première des trois équations. La ligne suivante permet de choisir le type 
de résolution ; dans notre cas, il faut choisir Valeur et noter 9 (valeur du 
second membre de la première équation). Dans le champ Cellules variables, 
sur une feuille de calcul où seul un groupe de variables a été dé fini, Excel 
propose d'office les cellules contenant ces variables. Si tel n’est pas le cas, 
placer le curseur dans le champ et sélectionner les cellules correspondantes 
sur la feuille de calcul (dans notre exemple, il s’agit de la plage A2 :C2). 

Pour le Solveur, les deux autres équations du système représentent les 
contraintes. Cliquer sur Ajouter et, dans la boîte de dialogue qui apparaît, 
sélectionner la cellule correspondante et la valeur que doit prendre la con- 
trainte. 


=A2+B2+C2 


Ajouter une contrainte | X | 


Cellule: Contrainte: 


Annuler | Ajouter | hide | 


Figure 2.13 : Ajout d’une contrainte 
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Répéter l’opération avec la troisième équation. La boîte de dialogue du 
Solveur apparaît finalement de la manière suivante : 


Paramètres du Solveur | X | 


Cellule cible à définir: Ra F4 : Résoudre : 
Egale à © Max © Min © Valeur E Es | 


- Cellules variables: 


fsa82:5082 Proposer | 


- Contraintes: —— - 


$8$5 = 16 Ê Ajouter. | 


Modifier. | re 
établir | 
= Supprimer | = - 
El hide | 


8456 =57 


Figure 2.14 : Boîte de dialogue du Solveur lors de l’étape précédant 
immédiatement la résolution du système 


Le programme s’exécute en cliquant sur Résoudre. Lorsqu'une solution 
est trouvée, une nouvelle boîte de dialogue s’affiche et propose de conserver 
cette solution ou de rétablir les valeurs d’origine. Différents rapports sur la 
procédure sont proposés. 


Résultat du Solveur E 


Le Solveur à trouvé une solution satisfaisant toutes les 


contraintes et les conditions d'optimisation. 
Bapports 


Garder la solution du Solyeur 


© Rétablir les valeurs d'origine 


ï“ 
Annuler | Enregistrer le scénario. | hide | 


Figure 2.15 : Le Solveur a trouvé une solution 


Excel affiche les valeurs de x1,x2 et x3 dans les cellules A2, B2 et C2 ainsi 
que les valeurs des seconds membres des trois équations dans les cellules A4, 
A5 et A6. À noter que les valeurs calculées ne sont pas toujours exactes : il 
est en effet parfois nécessaire de privilégier la sensibilité (voir chapitre 7) et 
la tolérance en cliquant sur Options dans les paramètres du Solveur. 
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X Microsoft Excel - Calculs matriciels 2 


5) Fichier Edition Sffichage Insertion Format 


Dsl SE] See] ol 


Ps = hell 


57 | 


Figure 2.16 : La feuille de calcul telle qu’elle apparaît 
une fois le système résolu 


2.15 Dépendance linéaire 


Avant d'introduire la notion de dépendance linéaire, il convient de rappeler 
quelques notions essentielles concernant les vecteurs. 

Chaque colonne d’une matrice peut être considérée comme un vecteur ; 
par convention, un vecteur est toujours un vecteur-colonne. Chaque ligne 
d’une matrice peut aussi être considérée comme un vecteur-ligne et cor- 
respond à la transposée d’un vecteur-colonne. 

Les éléments d’un vecteur sont appelés composantes de ce vecteur. 
Lorsqu'un vecteur possède n composantes, on dit qu’il est de dimension n. 
La longueur ou norme d’un vecteur est définie par : 


Les vecteurs dont la longueur vaut 1 sont appelés vecteurs unitaires. 
On appelle produit scalaire de deux vecteurs æ — (x1,...,,) et 
y = (y1,...,Yn) la somme des produits de leurs composantes respectives 
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Ty = y æ ni DE — Sy 
i=1 


i=1 


Si le produit scalaire de deux vecteurs est nul, on dit que ces vecteurs 
sont orthogonaux. De même, si deux vecteurs orthogonaux sont des vecteurs 
unitaires, on dit qu’ils sont orthonormaux. 

Certains vecteurs jouent un rôle particulier, comme par exemple les vecteurs 
unitaires dont la iM€ composante vaut 1 et dont toutes les autres sont nulles 
: ces vecteurs sont parfois appelés vecteurs élémentaires et sont notés e;. 


1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 
€1 — ; , €2 — . ; ; En — 

0 0 0 

0 0 1 


Tout vecteur æ de dimension n peut ainsi être exprimé très simplement 
en terme de vecteurs élémentaires : 


TX = T1, + L209 +... + Then 


La dépendance (ou l'indépendance) linéaire constitue l’une des notions 
essentielles concernant les vecteurs. Pour définir cette notion, considérons m 


vecteurs à n composantes : Æ1,Æ2,..., Lun. 
Définition 2.5 Les vecteurs æ1,æÆ2,...,æ sont dits linéairement dépen- 
dants si et seulement s'il existe des constantes C1,C2,...,Cm telles qu’une 


au moins soit non nulle et : 


C1Æ1 + CL +... + Cm£m = 0 


De manière équivalente, on définit l’indépendance linéaire de m vecteurs 
ainsi : les vecteurs æ1,æ2,...,æ» sont dits linéairement indépendants si et 
seulement si : 


CT + Co +... + CnEm=0> A =CG—=...—Cm—=0 
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Exemple 2.7 Soit les trois vecteurs : æ1 = (1 0 2) ,æ>—(0 3 1) 
ets ( 106): 


Soit l’équation c1Æ1 + CT + C3%æ3 = 0. 
Nous écrivons : 


C1 + C3 — 
3C2 + C3 0 
2C + Co + 5G3 — "0 


Pour déterminer si ces trois vecteurs sont linéairement indépendants, il 
s’agit de résoudre un système d'équations linéaires homogènes ! 

Si le système ne possède que la solution triviale €; = c2 = c3 = 0, ces trois 
vecteurs seront linéairement indépendants. Par contre, s’il y a une infinité 
de solutions, ils seront linéairement dépendants. 

Dans notre cas, la matrice des coefficients est donnée par : 


MR © © 
Or 


Comme | C'|=8 Z 0, C'est non-singulière et le résultat 2.19 nous assure 
que ce système ne possède que la solution triviale. Par conséquent, les trois 
vecteurs æ1,æ2 et æ3 sont linéairement indépendants. 

Lorsqu'un vecteur peut s’écrire en fonction d’autres vecteurs, on parle de 
combinaison linéaire comme spécifié dans la définition 2.8. 


Définition 2.6 On dit qu’un vecteur y est une combinaison linéaire des 
vecteurs Æ1,T2,..., Tm Si existe des constantes C1, C2,...,Cm telles que : 


Y = CE + CoLo +... + Cn£m 


Mentionnons, pour conclure, les différentes propriétés de la dépendance 
linéaire de vecteurs. 


e Propriété 1 


Si les vecteurs æ1,...,æ" sont linéairement dépendants, alors au moins l’un 
d’entre eux équivaut à la combinaison linéaire des autres. 
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e Propriété 2 


Soit m vecteurs æ1,...,Æm à N Composantes. Si m > n, alors æ1,...,Æm 
sont linéairement dépendants. 

Les propriétés suivantes établissent le lien entre les matrices et leurs 
colonnes (ou lignes), dont on a vu qu’elles peuvent être considérées comme 
des vecteurs. 


e Propriété 3 


Lorsque m = n, les vecteurs correspondant aux colonnes d’une matrice sont 
linéairement indépendants si et seulement si cette matrice est non-singulière. 
(Cette propriété est également valable pour les lignes.) 


e Propriété 4 


Si une matrice est d'ordre (n X m) avec m > n, alors les vecteurs cor- 
respondant aux colonnes sont linéairement dépendants. (Cette propriété dé- 
coule immédiatement de la propriété 2.) 


e Propriété 5 


Si le rang d’une matrice quelconque À est égal à r, alors il y a exactement r 
colonnes et r lignes linéairement indépendantes. 


2.16 Bases et espaces vectoriels 


La notion d’ensemble d’éléments qui peuvent être additionnés et multipliés 
par des nombres (tout en faisant encore partie de cet ensemble) conduit à 
une définition générale du concept d’espace vectoriel. 


Définition 2.7 Un espace vectoriel V est un ensemble d'éléments (appelés 
vecteurs) qui peuvent être additionnés entre eux et multipliés par des nombres 
(appelés scalaires) sans cesser d’appartenir à cet ensemble, de telle manière 
que les formules habituelles de calcul sont encore valables. 


Soit æ, y et z des éléments de l’espace vectoriel V et à, 6 des scalaires. En 
fait, tout ensemble dans lequel a été défini une addition entre les éléments 
de cet ensemble et une multiplication par des scalaires de telle sorte que 
le résultat appartient toujours à cet ensemble est un espace vectoriel si les 
conditions suivantes sont satisfaites : 
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1 æ+y = y+x (laddition est commutative) ; 


2. (t+y) + 


z = æ + (y +2) (l'addition est associative) ; 


3. 0 € V tel que +0 = 0+x = x,Væ € V (il existe un élément neutre 
unique pour l’addition) : 


4. Vx eV, 


—æx tel que æ+(—x) = 0 (il existe un élément inverse unique 


pour l’addition) ; 


5. 1x = x (il existe un élément neutre unique pour la multiplication) ; 


6. a(fæx) = (af)æx (la multiplication par un scalaire est associative) ; 


7. a(æ + y) = ax + ay (la multiplication par un scalaire est distributive 
à gauche par rapport à l'addition) ; 


8. (a+ 5)x = ax + 5x (la multiplication par un scalaire est distributive 
à droite par rapport à addition). 


L'ensemble des nombres réels ZR forme un espace vectoriel pour l’addi- 
tion et la multiplication usuelles. L’espace vectoriel le plus fréquemment 
utilisé par la suite est l’ensemble ZR" (n entier positif) qui est l’ensemble des 


n-tuples (7172. 


En) s AVEC EC IR 1= À, #2500 


Selon la valeur de n, le nom donné aux n-tuples est différent. 


Pour n = 2, 
triplets et pour 


on parle de paires ordonnées (ou de couples), pour n = 3 de 
n = 4 de quadrubples. 


L’addition et la multiplication par un scalaire & sont définies respective- 


ment par : 


T1 V1 Ti T Yi 
To V2 T2 + Yo 
ju . = ; 
Ln Un Ln + Un 
PA AT: 
T2 aT2 
& —_— 
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Plusieurs concepts jouent un rôle important dans l’étude des espaces vec- 
toriels, notamment la notion d'indépendance linéaire des vecteurs, celle de 
base d’un espace vectoriel et celle de dimension. 


Définition 2.8 La base d’un espace vectoriel V est un système de vecteurs 
de V, noté B, tel que chaque vecteur de V peut être représenté de façon 
unique comme combinaison linéaire des vecteurs de B. 


Il est souvent plus pratique d'utiliser une définition équivalente basée sur 
la notion d'indépendance linéaire. 

La base d’un espace vectoriel V est un système B de vecteurs linéaire- 
ment indépendants de V, tel que chaque vecteur de V dépend linéairement 
des vecteurs de B. 

Par la suite, notre intérêt portera essentiellement sur les bases finies d’un 
espace vectoriel, c’est-à-dire les bases formées par un nombre fini de vecteurs. 
Un espace vectoriel ayant une base finie est dit de dimension finie. Dans ce 
cas, on obtient le résultat 2.5. 


Résultat 2.5 Si V est un espace vectoriel de dimension finie, alors deux 
bases quelconques de V possèdent le même nombre de vecteurs. Ce nombre 
est appelé dimension de V. 


Dans le cas particulier de l’espace vectoriel LR”, sa dimension est n. Soit 
B = &@;,@,...,a, une base de ZR?. Un vecteur æ quelconque de ZR” peut 
donc s’écrire : 


nm 
TL — ) Qidi 
i=1 


Les scalaires a; sont appelés coordonnées de æ, par rapport à cette base. 
À noter que ces coordonnées sont définies de manière unique puisque B est 
une base de ZR". Les coordonnées d’un vecteur dépendent de la base choisie 
et sont conventionnellement représentées par un vecteur-colonne : 


(931 


An 
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Souvent, la base choisie est la base canonique, formée par les vecteurs 
élémentaires e1,e2,...,en : 


OO = 
©O Fr © 
(me em 


wi 
r © 


Cette base a en effet l’avantage d'identifier les composantes et coordonnées 
d’un vecteur, puisque pour tout æ € IR? : 


OS 
Fm © 
© © 


FA 0 0 0 Ne 
T — ; = @] + @2 ++) . | = 
d 0 0 0 di 
0 0 1 
D'où à; = x;, i—=1,...,n. En d’autres termes, dans la base canonique, 


æ est représenté par : 


T1 


Tn 


Nous terminons ce paragraphe par une question qui se révélera impor- 
tante par la suite, à savoir : Sous quelle condition un vecteur quelconque 
v € IR" peut-il remplacer l’un des vecteurs d’une base pour que l’ensemble 
nouvellement créé soit également une base de 1R7?” 

Soit un ensemble de vecteurs de base àa1,...,an et un vecteur 
v 0€ IR". Le vecteur v peut donc s'exprimer comme combinaison linéaire 
des vecteurs de base : 


n 
ÙT — ) Qidi 
i=1 
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Remplaçons à présent l’un des vecteurs de base, disons ax, par v. Le 
nouvel ensemble de n vecteurs est : 


Qi, @2,...,@p 1, UV, Ag+1,..., An 


Pour que cet ensemble de vecteurs soit une base de ZR”, ceux-ci doivent être 
linéairement indépendants. Dans notre cas, v ne doit pas être combinaison 
linéaire des vecteurs @1,@2,...,@x-_1,@k+1,-..,@n. Or v est combinaison 
linéaire de ces n — 1 vecteurs si et seulement si ay — 0. Par conséquent, 
les n vecteurs formant ce nouvel ensemble sont linéairement indépendants 
si et seulement si a; Z 0. De plus, tout vecteur æ quelconque appartenant 
à IR” doit pouvoir s'exprimer comme une combinaison linéaire des vecteurs 
@1,...,@%_1, @gi1,..., &n, Ce qui n’est possible que si ax; Æ 0 comme l’indique 
le développement suivant. 
Dans la base a1,@2,...,ax...,a,,v et æ s’écrivent respectivement : 


Ù = Qi + A2 +... + Axa +... + Ann 
TO — V4 + 22 +... + VAR +... +, An 


Si ax % 0, ax peut être exprimé comme combinaison linéaire de 
@1,@2,...,Q@p_1, 0, @g11,...,Qn. 


is Ù — Qi — A2 — ... — Ag 1 1 — Agir — ... — Ann 
k EE 
ak 
Ainsi : 
n 
1 &; 
Ag = —Ù — ) — ; 
ak dk 
i=1 


1 Qi 
T = Via + Vo@2 +... + —_0— di |+...+7/;an 
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La dernière implication provient du fait que le coefficient de ax est nul, 
Ve AVR = 0. Par conséquent, æ s'écrit comme combinaison linéaire de 
di,-.., 4x1, 0, @x+1,..., An. 


Exemple 2.8 Soit la base canonique de IR? : 


1 0 0 7 
e = | O0 | ,e: — It fssese 1 let le vecteur v—= | 0 
0 0 0 2 


Dans la base canonique, vw s'écrit v — 7e; + 0e: + 2e3. Ainsi, «1 = 7, 
a = 0 et a3 — 2. 

Si l’on veut remplacer l’un des vecteurs de base par v et que ce nouvel 
ensemble de trois vecteurs forme une base, seul e; ou e3 peut être remplacé 
puisque la deuxième coordonnée de v est nulle. Formons une nouvelle base 
de IR* en remplaçant e3 par v : e,e,v. 

Soit à présent le vecteur æ = (4 10 6)’ dans la base canonique e:, e2, e3 
: æ = de; + 10e: + 6e, où y, = 4, y2 = 10 et y3 — 6. 

Pour exprimer æ dans la nouvelle base, on utilise l’expression trouvée 
précédemment : 


On trouve alors : 


7 0 6 
æ—=(4- 36)e1 + (10 — 56)e2 + 2V 


= —1]17e; + 10e: + 3v 
Les coordonnées de æ dans cette nouvelle base sont : 
= 17 


10 
3 
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2.17 Convexité 


Soit æ. et æ2 deux vecteurs de ZR”. Le segment de droite joignant l’extrémité 
de ces vecteurs est l’ensemble des points : 


D={xelIR"|æ= )Xæ& +(1-—))x, 0<À1<1} 


Exemple 2.9 Considérons les deux vecteurs æ1 = (4 1)’ et æ2 = (2 5). 
Notons PP; le segment de droite joignant les extrémités de æ1 et æ2. 


En faisant varier la valeur de À entre 0 et 1, on obtient les points de ce 
segment. 


1 040-(9 
1: 0400 
1: 2040-09 


Ces points sont représentés sur la figure 2.18. 
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Figure 2.18 : Segment de droite joignant P; à P2 


Définition 2.9 Un ensemble S non vide de IR" est dit convexe si le segment 
de droite joignant deux points quelconques de S se trouve dans S : 


si t1,æ% E Set0<À<1,alors Àz:+(1—-))jmesS 


L’intersection de plusieurs ensembles convexes est un ensemble convexe. 
Par convention, un ensemble contenant un seul point est convexe. 


Les figures 2.19 et 2.20 représentent respectivement des ensembles con- 
vexes et non-convexes. 


Figure 2.19 : Ensembles convexes 
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Figure 2.20 : Ensembles non-convexes 
Dans /R”, l’ensemble des points æ vérifiant : 
C1T1 + CoTo +... + Cnln = b 


est appelé hyperplan. Un hyperplan c/x = b divise IR" en trois ensembles 
mutuellement exclusifs et collectivement exhaustifs. Il s’agit de 
Hi = de lee tt Bed | er bdhet = fœl'éx =,b}. Les 
ensembles H; et H3 sont appelés demi-espaces ouverts et sont convexes. 


Définition 2.10 Le vecteur x est appelé combinaison convexe des p vecteurs 
Ti, Lo, ..., Æp Si existe des constantes non-négatives À1, À2, ..., An avec 
M+hi+...+ 7), = 1 telles que x = D, À. 


Un vecteur æ est un point extrême (sommet) d’un ensemble S convexe 
s’il n'existe pas de points æ1, æ2 (æ1 Æ æ2) dans l’ensemble pour lesquels 
æ = æ1 +(1— À)æ, 0 < À < 1. En d’autres termes, un point extrême de S 
ne peut être exprimé comme combinaison convexe de deux points distincts 
de S. À noter ici les inégalités strictes imposées à À. 


Exemple 2.10 Soit le rectangle S défini par : 


S={xelR|0<m<1, 0<% <2} 


et représenté sur la figure 2.21. 
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Cet ensemble est convexe et ses points extrêmes sont P(0;0), 
P:(0;2), P3(1;2), P1(1;0). À noter que P;(1/2; 2) n’est pas un point extrême 


ne A) (NC) 


P: P4 
0 1 2 


Figure 2.21 : P1, P2, P3 et PA sont des points extrêmes 


2.18 Inéquations linéaires 


Par opposition à une équation linéaire, une inéquation linéaire est obtenue 
en remplaçant le signe d'égalité par un signe d’inégalité : 


< 
Guen + aan + + nn | & L 


L'ensemble des valeurs des variables z1,...,2%, qui vérifient cette inéqua- 
tion est appelé solution de l’inéquation linéaire. Il s’agit d’un demi-espace 
ouvert ou fermé selon que l'inégalité est respectivement stricte (<,>) ou 
large (<,2). 

Un système d’inéquations linéaires s'écrit : 


Qt + ... + Gintn < 
Got + ... + Gontn < bo 
Am1T1 Eee + Amnln ie be 


ou de manière plus concise sous forme matricielle : 
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Az <b 


L'ensemble des solutions d’un système d’inéquations linéaires est donc 
une intersection finie de demi-espaces. Il s’agit d’un ensemble convexe appelé 
polygone dans le cas de deux variables et polyèdre dans le cas général. 


Exemple 2.11 Soit le système d’inéquations : 


T1 + 3%2 < 6 
—4x; — 2%2 > 4 
2% — Xo > 2 


Chaque inéquation linéaire peut être représentée graphiquement en com- 
mençant par dessiner l’équation correspondante. Pour vérifier de quel demi- 
espace il s’agit, il suffit d'introduire un point (par exemple l’origine) dans 
l’inéquation et de vérifier si celle-ci est satisfaite. Les inéquations ci-dessus 
sont représentées sur les figures 2.22, 2.23 et 2.24. La surface hachurée 
représente l’ensemble des solutions de chaque inéquation. 


UN X2 
6 X2 
N 
\ 
4 \ 
N 
N 1 
2 JD) D 1 x 
\ 
\ 1 
\ 
0 2 4 ch: \ 


Figure 2.22 : æ1 + 3%2 < 6 Figure 2.23 : —4x; — 2x2 > 4 
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Figure 2.24 : 2x1 — x > 2 


L'ensemble des solutions satisfaisant simultanément le système des trois 
inéquations ci-dessus est l’intersection de ces trois ensembles. Il est représenté 
sur la figure 2.25. On voit qu'il s’agit d’un ensemble non-borné possédant un 
point extrême (0 ;-2). 


\ 
/ \ 


Figure 2.25 : Ensemble des solutions satisfaisant simultanément 
le système d’inéquations 


Le Solveur Excel ne résoud pas graphiquement un système d’inéquations 
linéaires, mais le considère comme un ensemble de contrainte. La procédure 


2.18. Inéquations linéaires 45 


est similaire à la résolution d’un système d’équations linéaires. Il faut d’abord 
nommer les cellules contenant les variables et saisir la partie des trois inéqua- 
tions qui se trouve à gauche du signe d’inégalité. 


X Microsoft Excel - Calculs matriciels 2 
S\ Fichier Edition fichage Insertion Format Outils D 


dé SR] esse = 


=A2+3*62 
=-4*A2-2*62 
=2*A2-B2 


Figure 2.26 : Saisie des inéquations 


Pour que le Solveur fonctionne, il faut lui fournir une valeur cible. Dans 
le cas d’un système d’inéquations, il est recommandé de choisir une des 
variables comme valeur cible. Les cellules variables et les contraintes sont 
définies de la même manière que dans les systèmes d'équations linéaires. En 
ce qui concerne le critère ” Egale à”, il faut opter entre Max”, Min” ou 
Valeur”. Ce choix de valeur cible s’avèrera capital pour la solution pro- 
posée. Dans l’exemple, nous avons choisi la variable x comme valeur cible 
et nous la voulons maximale. 


Paramètres du Solveur EX | 
Cellule cible à définir: TT — CRésoudre | 


Egale à © Max © Min © Valeur pu | 


- Cellules variables: 


[s4$2:58 $2 Proposer | 


- Contraintes: Options. | 
= Ajouter. | 


Modifier. | BE 
Rétablir | 
El Supprimer | - 
hide | 


Figure 2.27 : Boîte de dialogue du Solveur pour ce système d’inéquations 
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Il suffit ensuite de cliquer sur Résoudre et le résultat s’affiche sur la feuille 
de calcul. On y lit en particulier les valeurs de x, et x2, ainsi que les résultats 
des équations pour ces valeurs de x, et x2. 


X Microsoft Excel - Calculs matriciels 2 


S) Fichier Edition fichage Insertion For 


QE :|a| SRS] 4881 


Figure 2.28 : Solution trouvée par le Solveur 


Notons que les résultats changent si l’on modifie les paramètres de la 
valeur cible et que, dans bien des cas, aucune solution ne sera trouvée. Si, 
au lieu de choisir le maximum de la valeur cible, nous avions opté pour 
le minimum, ou si nous avions choisi la variable x, comme valeur cible, le 
Solveur n’aurait pas trouvé de convergence. 


Résultat du Solveur Ex 


Les valeurs de la cellule cible à définir ne convergent pas. 


Bapports 
Ré ponses 
Sensibilité 


Limites 


& Garder la solution du Solveur 
© Rétablir les valeurs d'origine 


Figure 2.29 : Le Solveur ne trouve pas de solution s’il doit minimiser +2 


De même, si l’on définit une valeur fixe pour l’une des deux variables, et 
que celle-ci se trouve à l’extérieur de l’ensemble convexe, le Solveur ne trouve 
pas de solution satisfaisant aux contraintes et affiche un message d’erreur. 
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2.18. Inéquations linéaires 
Résultat du Solveur FE 
Le Solveur ne peut pas trouver de solution réalisable. 
Bapports 
Réponses 
Sensibilité 
Limites él 


°° Garder la solution du Solveur 
© Rétablir les valeurs d'origine 
Annuler | Enregistrer le scénario. | hide | 


Figure 2.30 : Résultat du Solveur en fixant z2 = 10 


Exemple 2.18 En modifiant les inégalités du système précédent de la 
Li + SL < 6 
—4T: — 2%) < 4 


manière suivante : 
2% — X2 < 2 
on obtient pour l’ensemble des solutions, un ensemble fermé borné représenté 


sur la figure 2.31. 
4 


Figure 2.31 : Ensemble des solutions fermé borné 
Dans cette situation, si les paramètres du Solveur ont été correctement 


choisis, Excel proposera une solution à l’intérieur de l’ensemble convexe. 
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2.19 Exercices 


1. Calculer les produits AB et BA (quand ils sont définis). 


1 
1 2 —5 4 û 
a) 4=(; ei nn on 
2 
123 —1 04 
(b) A= | 0 0 7 B=| 5-10 
5 6 8 6 78 
(c) A=(1 0 2 -6) B={00:1 2) 


2. Trouver l'inverse de : 
10 2 4 
A — 0 9 3 
2 2 1 


3. Trouver le rang des matrices suivantes : 


2 _] 1,2 78 del 
a=($ . B=!|123 E= T0 #1 
0 0 0 1. O8 


4. Les vecteurs suivants sont-ils linéairement dépendants ou indépendants 
? 


(a) V1 — (10,0), 05 — CE, 1,0)’, U3 — (d; de 1)' 
(b) V1 — (2, 1,5} V2 — (0, —5, 17 U3 — ir 2; D 
5. Déterminer si le système suivant est compatible et s’il possède une solu- 


tion unique ou plusieurs solutions. Trouver ensuite toutes les solutions 
de base possibles et définir si elles sont dégénérées ou non. 


Ti+2To—ZT3 — 2 
—2%1 + 372 + 573 10 
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6. Soient deux points donnés de IR? : æ1 = (2,4) et æx2— (6,1). Trou- 
ver le segment T1æ2 et les points de ce segment pour À = 0, À = 4, 
À L X=— 3 et À = 1. Donner une interprétation graphique. 


7. Lesquels de ces ensembles sont convexes ? 
(a) S = {(x1, vo) | 3x7 + 2x5 < 12} 


(b) S' —= {(x1, do | T1 > 3, T1 < 5} 
(Ch Sr, ms) | rire < 2, 1 > 0% > 0} 


8. Considérons le triangle qui a pour sommets À — (0,0), 
B = (6,0) et C = (3,3). Exprimer le point M = (3,1) comme une 
combinaison convexe de ces trois points. Donner une interprétation 
graphique. 


9. Soient les trois vecteurs de IR? : wi — (2,2), vo — (5,2) et 
U3 — (3, 7). 
Trouver le point M déterminé par la combinaison convexe avec A1 — 3, 
À . 5 et 3 — à 


10. Représenter graphiquement les régions déterminées par les inéquations 
suivantes : 


a) 2x1 + 32 
T1 + To 
T1, T2 

b) x1 +27 
2% + 272 
T2 
T1,22 

c) 271 + 6% 
Li + Lo 
Ti 

d) Li + L2 
Lao — 3%] 
3%) — À] 
Li + Lo 
0 < PA 
T2 


© ND © 


= 
[æ) 


IVIAIA IV IAIV IV IV IV IV IA IV IA IV IATA 
SONEOON © &w © © ww N 
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HESSE Ludwig Otto (1811-1874) 


Le Mathématicien allemand né à Kôünigsberg en 1811, Hesse, est l’élève de 
Jacobi à l’université de sa ville natale où il obtient son doctorat en 1840. Il y 
enseigne alors la chimie et la physique jusqu’en 1856, année où il est nommé 
à l’université de Heidelberg. Il y restera douze ans avant d’obtenir un poste 
à Munich, où il décédera en 1874. 

La science lui doit notamment le développement des théories des fonctions 
algébriques et des invariants. Il introduit le déterminant hessien tiré de 
la matrice hessienne dans un article paru en 1942 et traitant des courbes 
cubiques et quadratiques. 


Chapitre 3 


Optimisation classique 


3.1 Introduction 


Euclide formulait déjà des problèmes d’optimisation au III siècle avant J.- 
C. Ce prolifique mathématicien de l’Antiquité a rédigé l’un des plus célèbres 
textes de l’histoire des mathématiques : les Éléments. Cette œuvre comprend 
treize livres et couvre des domaines tels que la géométrie plane et solide ou la 
théorie des nombres rationnels et irrationnels. Durant vingt siècle, ce traité 
fut l’ouvrage de référence dans l’enseignement mathématique. Plus de mille 
éditions en furent tirées, depuis la première en 1482. Sir Isaac Newton (1642- 
1727), auteur du célèbre Mathematical Principles of Natural Philosophy, ainsi 
que Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) offrirent, à la fin du XVII siècle, 
les premiers outils de résolution de certains problèmes d’optimisation relatifs 
à la géométrie et à la physique. Ils avaient en effet inventé, simultanément 
mais néanmoins indépendamment, le calcul différentiel. 

Comme indiqué au chapitre 1, l’optimisation classique se scinde en deux 
types de problèmes : l’optimisation sans contrainte et l’optimisation avec 
contraintes. Dans les deux cas, le but consiste à trouver les valeurs qui 
maximisent ou minimisent une fonction. Toutefois, dans l’optimisation avec 
contraintes, les solutions sont soumises à des restrictions (contraintes). Les 
problèmes d'optimisation en économie sont souvent caractérisés par un nom- 
bre très élevé de variables et par la nécessité de trouver des solutions non 
négatives. C’est donc un type d'optimisation avec contraintes. 

Nous allons reprendre ces deux types d'optimisation et les développer 
dans ce chapitre. 
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3.2 Optimisation classique sans contrainte 


Soit f(x) une fonction d’une variable réelle. Si la fonction f(x) et sa dérivée 
f'(x) sont continues en un point où de croissante la fonction devient décrois- 
sante, alors elle possède un maximum. En d’autres termes, la pente de la 
tangente passe du positif au négatif. Le raisonnement contraire est valable 
pour un minimum. Dans les deux cas, il s’agit d’un point où la pente de la 
tangente est nulle. Comme la pente de la tangente est donnée par la première 
dérivée de la fonction, il faut annuler la première dérivée de f pour obtenir 
les points candidats (points où la fonction est susceptible de présenter un 
minimum ou un maximum). Pour chaque point candidat, il faut déterminer 
s’il s’agit d’un minimum ou d’un maximum. 

Il existe deux critères pour déterminer si un point candidat est un ex- 
tremum (minimum ou maximum). Le premier critère est fourni par le 
résultat 3.1. 


Résultat 3.1 Si le signe de la dérivée est positif puis devient négatif quand 
x croît, alors le point candidat est un maximum de la fonction. 

Si le signe de la dérivée est négatif puis devient positif quand x croît, alors 
le point candidat est un minimum de la fonction. 


La figure 3.1 illustre ce résultat. 

Le second critère fait appel à la dérivée seconde de la fonction. La dérivée 
seconde f(x) d’une fonction est la dérivée de la dérivée première f(x). 
Celle-ci mesure le taux de croissance ou de décroissance de f(x), autrement 
dit le taux de croissance ou de décroissance de la pente de la tangente à la 
courbe. Le signe de f”(x) au point candidat x = x9 fournit les renseignements 
nécessaires. Si f”(x0) est positive, la pente de la tangente croît quand x croît 
en passant par ro. Inversement, si f”(x9) est négative, la pente de la tangente 
décroît quant x croît en passant par +0. D'où le résultat 3.2 basé sur la dérivée 
seconde. 


Résultat 3.2 Soit P(xo; f(xo)) le point en lequel : f'(xo) = 0. 
Alors si en ce point : 


1. f'(xo) < 0, il s’agit d’un maximum. 


2. f'(xo) > 0, ü s’agit d’un minimum. 
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pente positive pente négative 


pente négative pente positive 


Ÿ 


Figure 3.1 : Maximum et minimum d’une fonction à une variable 
Exemple 3.1 Soit la fonction y = f(x) = x° — 3x? +5. 


Calculons sa première dérivée : 


OR ES ee) 


dx 
et sa deuxième dérivée : 
1 dy 
f (x) = 23 = 6x — 6 6(x — 1) 


On obtient les points candidats de la fonction en résolvant l’équation 
FL) =: 

Ju(r—2)= 02 = 0 «et. 2 

Les valeurs correspondantes de y sont y1 = 5 et y: — 1. 

Déterminons la nature des points candidats en utilisant le résultat 3.2 
f"(0) = —-6 < 0 et f”'(2) = 6 > 0. 

La fonction a donc un maximum en x, — 0 et un minimum en %2 = 2. 
Les coordonnées du maximum sont (0 ;5) et celles du minimum (2 ;1). 

Par conséquent, dans un voisinage convenablement choisi du point z1 = 0, 
la valeur de la fonction est plus petite que f(x). On dit que la fonction 
possède un maximum local ou relatif au point x — 0. Au point x2 = 2, on 
dit que la fonction possède un minimum local ou relatif. Ces deux valeurs, 
maximum et minimum, sont appelées des extrema locaux ou relatifs, parce 
qu’il existe des valeurs de x pour lesquelles la fonction prend des valeurs plus 
grandes que 5 ou plus petites que 1, comme l’illustre la figure 3.2 (a) : 
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maximum relatif 


4 
/ 
# \ 


minimum relatif 


Figure 3.2 (a) : Extrema locaux 


Cependant, on peut définir ce que l’on appelle un maximum ou un mi- 
nimum global ou absolu. En ce point, la fonction prend la valeur la plus 
grande (ou la plus petite) sur un intervalle donné ; la figure 3.2 (b) donne un 
exemple d’extrema relatifs et absolus. 


maximum relatif 


. # 


ru 
minimum relatif 


\ / 


minimum absolu 


Figure 3.2 (b) : Extrema relatifs et absolus 


Exemple 3.2 Un fabricant de postes de télévision produit q postes par 
semaine à un coût total de C = 6q? + 80q + 5000. C’est un monopoleur et 
son prix s'exprime par la relation p — 1080 — 4q. Montrons que le bénéfice 
net maximum est atteint lorsque la production est de 50 postes par semaine. 
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On sait que le revenu de la firme est égal au prix multiplié par la quantité 
R = pq — (1080 — 4q)q 
— 1080q — 4q? 
Son bénéfice s'exprime par : 


B=R-—C —1080q — 4q°? — (6q° + 80q + 5000) 
— —10q? + 1000q — 5000 


La dérivée de cette fonction est : 
B° = —20q + 1000 


La solution de l'équation B° = 0 est : 


—20q + 1000 = 0 
q = 90 
Sa dérivée seconde est : 
B"=-20 <0 


Par conséquent, la fonction de bénéfice présente un maximum en x = 50. 
Ce maximum est un maximum global car la fonction est une parabole, comme 
l'indique la figure 3.3. Pour ce volume de production, le bénéfice réalisé 
s'élève à: 
B = —10(50)° + 1000(50) — 5000 — 20000 
Le prix du poste de télévision est de : 


p = 1080 — 4(50) = 880 


20000 : 


10000 : 


50 F4 


Figure 3.3 : Fonction bénéfice (B = —10q? + 1000q — 5000) 
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Considérons à présent le cas des fonctions à plusieurs variables indé- 
pendantes. Des exemples simples en sont fournis par des formules de math- 
ématiques élémentaires. Aïnsi, dans la formule de calcul du volume V d’un 
cylindre droit à base circulaire, V = rr?h, V est une fonction à deux vari- 
ables indépendantes : r (rayon du cercle de base) et h (hauteur). De la même 
manière, dans la formule qui donne l’aire À d’un triangle quelconque, 

A = Ty sin à, À est une fonction à trois variables indépendantes, x, y et @, 
qui traduisent respectivement la longeur de deux côtés du triangle et l’angle 
formé par ces deux côtés. 

Pour les fonctions à deux variables, z = f(x, y), le graphe est une sur- 
face dans l’espace à trois dimensions. Une telle fonction présente un maxi- 
mum au point P(xo; Yo; f (to, Yo)), si f (To, Yo) atteint une valeur supérieure à 
toutes celles que prend f(x, y) au voisinage de x = x9 et y — yo, comme in- 
diqué sur la figure 3.4 (a). De même, f(x, y) possède un minimum au point 
P(xo; Yo; f (To, Yo)), Si f(xo, H) atteint une valeur inférieure à toutes celles 
que prend f(x, y) au voisinage de x = x9 et y = Y ; ce cas est illustré par la 
figure 3.4 (b). Il en résulte qu’au point P(x0; Yo; f (to, Yo)), il existe un plan 
tangent horizontal. Ce plan tangent est engendré par deux tangentes, 
elles-mêmes déterminées par : 

Of, 0f 
_— et _— 
Ox y 


Ainsi, la condition nécessaire à l’existence d’un extremum est la suivante 


fl 


pa 


Figure 3.4 (a) : Maximum au point P 
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À 


NS Ut 
NS 
A 


Figure 3.4 (b) : Minimum au point P 


Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, il existe des 
fonctions pour lesquelles 0 f/0x — 0 f/0y = 0 sans qu’il existe un extremum 
en ce point. Dans ce cas, on parle de point-selle. Bien que les deux tangentes 
soient horizontales, il est toujours possible de trouver un point situé au-dessus 
du point-selle et un autre au-dessous, ceci quelque soit le voisinage du point- 
selle considéré. Notons encore, qu’en un point-selle la fonction présente un 
minimum pour l’une des variables et un maximum pour l’autre variable. La 
figure 3.5 illustre cette situation. 


= 


nee À 
RC 


Figure 3.5 : Point-selle en P 


Il faut donc remplir une condition suffisante qui est la suivante : 
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a — La . - 00 
Où : 
© frx — ®f/0x?, c’est-à-dire que la fonction a été dérivée deux fois par 
rapport à x, 


e fyy — d°f/0y”, ce qui signifie que la fonction a été dérivée deux fois 
par rapport à y, 

e fr, — (0° f/0xûy)", c'est-à-dire que la première dérivée se fait par 
rapport à y et la deuxième par rapport à x ; cette expression est ensuite 
élevée au carré. 


Le résultat 3.3 résume la situation pour les fonctions à deux variables. 


Résultat 3.3 Soit P(xo; Yo; f (to, Yo)) le point en lequel : 


Of Ox = 01) où =0 


Alors si en ce point : 


1. fyx > 0 et a > 0, f possède un minimum au point P. 
2. fur <0 et a > 0, f possède un marimum au point P. 


3. a < 0, f ne possède ni minimum ni maximum au point P, mais un 
point-selle. 


4. a = 0, on ne peut pas conclure. 


Notons que la condition suffisante évoquée ci-dessus provient d’un résultat 


plus général concernant les fonctions à n variables f(x1,%2,...,%h). 


Avant d’énoncer ce résultat général, introduisons la matrice des secondes 


dérivées partielles. Celle-ci joue un rôle clé dans la détermination des extrema 
d’une fonction à plusieurs variables. Cette matrice est appelée matrice 
hessienne et se présente sous la forme : 
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far faite ... frith 
fret [4 ou Mo 
H — : : : 
Ph AEt, beat 4h bad 
ft, fée ac fe 


Où feg = OF O2, faux, — Of Om Ôms, …, et faè = Of /O2 


On appelle mineurs principaux de la matrice H, notés A\;, les déter- 
minants des sous-matrices de H obtenues en lui retirant ses n — à dernières 
lignes et colonnes (à — 1,...,n). 

Dans le cas général, la recherche des extrema d’une fonction à plusieurs 
variables est basée sur le résultat 3.4. 


Résultat 3.4 Soit P le point en lequel : 
Oh O= 01) 0 = 0/)0%,=0: 
Alors: 


1. si les mineurs principaux de la matrice hessienne au point P sont tous 
strictement positifs, il s’agit d’un minimum. 


2. si les mineurs principaux de la matrice hessienne au point P sont de 
signes alternés, le premier étant strictement négatif, il s’agit d’un max- 
imum. 


3. si les mineurs principaux ne vérifient pas l’une des conditions ci-dessus 
prises au sens large (c’est-à-dire respectivement ”positif ou nul” et ”’né- 
gatif ou nul”), il ne s’agit ni d’un minimum ni d’un maximum, mais 
d’un point-selle. 


4. si les conditions (1) et (2) se vérifient au sens large, alors on ne peut 
pas conclure. 
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Dans le cas de fonctions à deux variables, on retrouve le résultat 3.3. En 
effet, dans ce cas, tout comme fr, — fyr; On à : 


A 7: Teé 
A3 as Leeds = Cher 


Ainsi 


A >0et 5 > 0 — minimum. 

A <0et os > 0 — maximum. 

A quelconque et {23 < 0 — point-selle. 

A; quelconque et A3 = 0 — on ne peut pas conclure. 


Exemple 3.3 Soit la fonction z = f(x, y) = x? + y°. 


Les candidats aux extrema s’obtiennent en résolvant le système d’équa- 


tions : 0f/0x = 0 et 0f/0y = 0. 


Of 

— 2 

ce TE É= 0 
Of 

— 2 

du y=0— y=0 


Il existe donc un point candidat en x9 — Yo — 20 = 0 ; ce point est 
forcément un minimum puisque f(x,y) = x? + y? > 0,Vx Z£ 0,Vy £ O, 
comme la figure 3.6 en témoigne. En effet, en appliquant le résultat 3.4, on 
trouve : 


2 


x?  * Op Oxdy 


La matrice hessienne est donc définie par : 


mr (60) 


Ici, A3 = 2 et /\9 — 4. Par conséquent, f possède un minimum en 
(0; 0; 0). 
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Figure 3.6 : Graphe de z = f(x, y) = x? + y? 


Exemple 3.4 Soit f(x, y) = 4x? — xy + y? — x°. 


On a : 
Of s “OT 
a — — — — = — 2 
2x BT — y — 3x dy T + 2y 
2 2 2 
Veste +; . = — 
Ox? 0y? OxOy 


Les points candidats s’obtiennent en résolvant les deux équations : 


8x —y—3x° — 
—xz+2y — 


Après substitution de x = 2y (tiré de (3.2)) dans (3.1), on trouve : 


—12ÿ? + 15yÿ=0—= y =0 


_ à 
Y2 — 4 
5 
Comme x = 2y, on trouve x: = 0 et z2 — 2 
125 
Il existe donc deux points candidats : P1(0;0;0) et P2(=; —; ET 


La matrice hessienne est définie par : 
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(3.1) 
(3.2) 
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8—6x —1 
(9) 


Evaluons la matrice hessienne pour le premier point candidat æ, = 0, 


y = 0: 
8 —1 
a à 


Comme A =8>0et 9 — 15 > 0, il s’agit d’un minimum. 


5 5 
Pour le second point candidat x = 5 et y — 2 2 obtient : 


—7 -1 
#-(7 72) 
Comme À; = —7 < 0 et A2 = —15 < O0, il ne s’agit ni d’un minimum ni 
d’un maximum, mais d’un point-selle de la fonction. 


Exemple 3.5 Soit f(x, y, 2) = 2% — 172? + 29° + 2? — 2xy — 2yz + 81. 


Annulons les premières dérivées partielles : 


ire 4x — 34x — 2y — 0 (3.3) 
Ox 
of = 4y—-2%-22=0 (3.4) 
Oy 
= 2z2—2y=0 (3.5) 
Ôz 


Par simplification, de (3.5) on tire : 


W=z (3.6) 
Substituons (3.6) dans (3.4) : 


Ay — 2x — 2y = 0 
LT 
1 (3.7) 
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En introduisant (3.6) et (3.7) dans (3.3), on trouve : 


4x — 34x — 2x 
Ax° — 36% 
Ax(xæ? —9) = 0 


I 
S © 


Cette dernière équation a trois solutions : 


æ1 = 0, To = —3, T3 = 3 


Les valeurs correspondantes de y et de z sont : 


Y1 — 0 Ya = —3 Y3 = 
M = 0 Set Las 


Les deuxièmes dérivées partielles sont : 


Of/0x? = 12x° — 34 0f/0x0y = —-2 ®f/0x02 — 0 


®? f/Oy0x = —2 D fjOÿ 4 0? f/0yOz = —2 
® f/020x = 0 df/0z0y = —-2 Pf/0:° —2 
Pour le point æ1 = y1 = 21 = 0, la matrice hessienne est définie par : 
—34 —2 0 
H — —2 À —2 
0 —2 2 
Ni =  —34 
A2 = —140 
A3 = —144 


D’après le résultat 3.4, ces trois mineurs principaux ne vérifient ni la 
condition 1 ni la condition 2, prises au sens large. 

La fonction présente donc un point-selle en x1 = y1 = 21 = 0. 

Pour les points z2 = Ya — 22 = —8 et x3 — y — 23 = 3, la matrice 
hessienne est la même : 


74 —2 0 
H=| -2 4 —2 
2x 2 


On a alors : 
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ra _— 74 
A2 = 292 
A3 = 288 


Ainsi, pour chacun de ces deux points, la fonction présente un minimum. 


Exemple 3.6 Une firme aéronautique fabrique des avions qu’elle vend sur 
deux marchés étrangers. Soit q1 le nombre d'avions vendus sur le premier 
marché et g> le nombre d’avions vendus sur le deuxième marché. Les fonc- 
tions de demande dans les deux marchés respectifs sont : 


Pi — 60 — 2q1 
p2 = 80 — 4g 


P, et p2 sont les deux prix de vente. La fonction de coût total de la firme est 


C' = 50 + 40q 


où q est le nombre total d'avions produits. Il faut trouver le nombre d'avions 
que la firme doit vendre sur chaque marché pour maximiser son bénéfice. 


Comme q = q1 + go, la fonction de coût devient : 


C = 50 + 40q 
— 50 + 40(q1 + q) 
#0 408406 


Le revenu total À s'obtient en multipliant le prix par la quantité sur 
chaque marché : 


R = piqi + pi 
— (60 — 2q)q1 + (80 — 4q)qo 
= 60q — 2qf + 80q2 — 4q5 


On obtient le bénéfice B en calculant la différence entre le revenu et le 
coût : 


E =h=C 


— 60q1 — 2q? + 80q2 — 492 — (50 + 40q + 404) 
= 20q1 — 2q? + 40qo — 4qÿ — 50 
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Annulons les premières dérivées partielles : 


0B/0q —= —4q; +20 = 0 = qu =5 
O0B/0q2 — —8q2 + 40 = 0 = g =5 


Il reste à vérifier que le point candidat (q1; g2) = (5;5) est un maximum 
: pour cela, calculons les deuxièmes dérivées partielles : 


®B/ôq; = -4 d°B/04 = -8 d°B/0qôq = 0 


La matrice hessienne est donc : 


Par conséquent : 


Med € 0 
AC 


| 
U9 
© 
V 
(==) 


Comme À; < 0 et 2 > O, il s’agit d’un maximum. 
Le bénéfice maximum réalisé est égal à : 


20(5) — 2(5)° + 40(5) — 4(5)? — 50 = 100 
Quant aux prix, ils s'élèvent respectivement à : 


pi —= 60 —72(5) 
P2 — 80 — 4(5) 


0 


= 
= 60 

Exemple 3.7 Cas de la régression linéaire simple (méthode des moin- 
dres carrés) 


Les méthodes de régression permettent de dégager les relations qui exis- 
tent entre les variables, particulièrement entre les variables dont la relation 
est importante. On peut citer en exemple la relation entre le poids et la 
taille des individus. Ce type de problèmes scientifiques existait bien avant 
que le nom “régression” leur fut donné par Sir Francis Galton (1822-1911), 
anthropologiste anglais et cousin de Charles Darwin, lorsqu'il s’intéressa aux 
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problèmes d’hérédité. Lors de ses recherches, Galton remarqua que les pères 
de grande taille avaient des fils de grande taille mais qu’en moyenne la taille 
de ces derniers était inférieure à celle de leurs pères. De même, les pères de 
petite taille avaient des fils de petite taille mais en moyenne la taille des 
fils était plus élevée que celle des pères. 

Les caractéristiques moyennes de la deuxième génération ont donc ten- 
dance à se rapprocher de la moyenne de la population plutôt que de la 
moyenne de leurs parents. C’est dans ce sens que Galton parle de “ré- 
gression”, plus exactement de “régression” vers la moyenne. Il découvrit 
ce phénomène en 1875, introduisit l’index de corrélation en 1888 et fut l’un 
des premiers à utiliser les méthodes de questionnaire et d’échantillonnage 
dans le cadre de ses recherches en météorologie, anthropométrie et physique 
anthropologique. Malgré des faiblesses en mathématiques, les idées de Gal- 
ton ont fortement influencé le développement de la statistique, notamment 
par sa démonstration qu’une loi composée d’un mélange de lois normales est 
elle-même normale. 

L'analyse de régression linéaire simple permet de connaître la relation 
linéaire qui existe entre deux variables en estimant une fonction, appelée 
équation de régression. 

L’estimation de cette équation de régression se fait à partir du modèle 
de régression linéaire simple suivant : 


Y = bo+BX +e 


où Ÿ est la variable dépendante, X la variable indépendante, € un 
terme d’erreur aléatoire non observable et 6, 5, les paramètres à estimer. 

Avec un ensemble de n observations (x1;y1), (æ2; ya), ..., (Œn; Un), le mo- 
dèle s'écrit : 


= ii hEs, i=1,...,n 


Le problème consiste à estimer les paramètres f et Ü;, en trouvant les 
valeurs 6, et 5, qui minimisent la distance entre Y; et (6, + B,X;). Aïnsi : 


E = Yi — Po — Bi Xi 


doit être petit pour tout :. Pour cela, il existe plusieurs critères d’estimation, 
comme par exemple : 


3.2. Optimisation classique sans contrainte 67 


(a) min max| E; | 
Bo:B1 


b) min E; 
) pin) : 


n 


c) min € 
oppS 


La méthode d’estimation la plus fréquemment utilisée est celle basée sur 
le critère (c). On l’appelle méthode des moindres carrés puisqu'elle consiste 
à minimiser la somme des carrés des erreurs. 

L’estimation de , et 5, équivaut donc à résoudre un problème d’optimi- 
sation classique sans contrainte en minimisant la fonction de deux variables 


Pb) ->4 SM -R-BX) 
i=1 


En annulant les premières dérivées partielles, on obtient le système d’équa- 
tions à deux inconnues suivant : 


D et (3.8) 
06 i=1 
of : 
26 = —9 2. X;(Y; = Bo ee Bi Xi) = 0 (3.9) 


En développant la somme des équations (3.8) et (3.9) et en les divisant 
par —2, on obtient : 


JS -nB-B D X; = 0 (3.10) 
i=1l i=1 
SXV BD X-A S X 0 (3.11) 
i=1 4 i=1 
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On peut alors en déduire les valeurs estimées de &, et H,, notées Bo et B 


BD DX ET -BX 


où X et Ÿ représentent les moyennes empiriques. 
En opérant une substitution dans l’équation (3.11), on obtient : 


Nous pouvons alors écrire l'équation de régression (droite de régression) : 


Ÿ = Bo + BiX 


ou encore : 


Ÿ, = Po + Bi X 


où Y; est la valeur estimée pour un X; donné lorsque 5, et 5, sont déterminés. 


Exemple 3.8 Application économique. Le directeur d’une agence de 
location de voitures s'interroge sur les frais d'entretien par année (Y ) en 
fonction du nombre de kilomètres parcourus (X) par ses voitures. 


Il a récolté les données suivantes sur les 20 voitures qu’il possède. 
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Observation X Y 
Al 5 229 530 
D 7 489 686 
à 12 784 1 547 
4 23 792 2 180 
5 18 704 2 019 
6 9 871 976 
fé 19 484 2 018 
8 30 412 3 299 
9 17017 1 598 

10 8 741 951 
11 23 219 2 350 
12 28 783 3 031 
[5 31 418.3 713 
14 12972 1 386 
15 4 781 512 
16 17 412 1 647 
17 29 218 3 070 
18 36 413 3 576 
19 29 287 2920 
20 14536 1 674 


Le modèle s’écrit donc : 
Yi = Bo + Bi Xi + € 
Ici : 


X = 19378,6  D7_.(X; — X)? = 1 930 885 291 


Y = 1987, 15 
On trouve alors : 
SX; —X)(Y; —Y) 193 801 388 


b = —————— © ——° = ——————————— = 0,1004 
D (Xs — X)2 1 930 885 291 


et Bo = Y —B,X = 1987,15 — 0,1004(19 378,6) = 41, 5386 
D'où l’équation de régression : 


Ÿ = 41,5386 + 0, 1004X 
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3.3 Optimisation classique avec contraintes 


Dans de nombreuses applications pratiques, les variables d’une fonction don- 
née sont soumises à certaines conditions ou contraintes. Ces contraintes 
peuvent être formulées sous forme d’égalités ou d’inégalités. 


Par exemple, si un producteur fabrique deux biens, il peut vouloir min- 
imiser le coût total tout en étant obligé de fabriquer une quantité totale 
minimum spécifiée. De même, une compagnie peut désirer maximiser ses 
ventes résultant de deux publicités alors qu’elle doit observer la contrainte 
du budget de publicité. Enfin, le consommateur désirant maximiser la fonc- 
tion d’utilité provenant de la consommation de certains biens est restreint 
par son budget. 


Dans le cas où les contraintes s'expriment sous forme d’égalités, l’opti- 
misation de la fonction peut être obtenue grâce à la méthode des multi- 
plicateurs de Lagrange qui est la plus largement répandue pour trouver 
les extrema d’une fonction soumise à des contraintes d'égalité. Cette méth- 
ode tient son nom du mathématicien franco-italien (1736-1813), à qui l’on 
doit le fameux Mécanique céleste (1788), ouvrage résumant sous une forme 
rigoureuse toutes les connaissances acquises en matière de mécanique depuis 
Newton. C’est dans le cadre de deux mémoires importants sur la théorie 
des équations, publiés en 1770 et 1771, qu’apparaît pour la première fois le 
résultat connu sous le terme de théorème de Lagrange. 


Dans un premier temps, introduisons cette méthode dans le cas simple où 
la fonction à optimiser (fonction objectif) est une fonction à deux variables 
f(x, y) soumise à une seule contrainte de la forme g(x, y) = 0. 


La méthode des multiplicateurs de Lagrange consiste à construire une 
fonction auxiliaire F(x,y, À), appelée Lagrangien, définie ainsi : 


F(x,y, À) = f(x,y) + Ag(x,y) 


où À (appelé multiplicateur de Lagrange) est une inconnue. Il faut ensuite 
annuler ses premières dérivées partielles (condition nécessaire) : 
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OF 0f 09. 
Ôx Sr 
OP. Of 0g 
EPA TES 
OF 

3x = 9(&y) = 0 


Les points candidats s’obtiennent en résolvant ce système de trois équa- 
tions à trois inconnues (x, y, À). 

Mentionnons que la troisième équation de ce système OF /0X = g(x,y) — 
0 n’est rien d’autre que la contrainte ! Les points candidats satisfont par 
conséquent cette contrainte. 

La solution des trois équations ci-dessus fournit les points candidats de la 
fonction sous contrainte. Ces points candidats satisfont la contrainte mais il 
reste à déterminer leur nature ; pour cela, introduisons la matrice hessienne 
bordée : 


®F OF OF Ôg Ôg 

fr 7 

OX? 0)0r 0)0y Ox Oy 
OU OR PI PE 
OxO\ O1?  Or0y OL. OZ  OxOÙ 

OF. Of OF Où. OR “OP 

OyO1 Oyor y? Oy OyOx 0y? 


dont le déterminant sera noté | H |. 
La condition suffisante pour l’existence d’un extremum est fournie par le 
résultat 3.5. 


Résultat 3.5 Soit P(xo; yo; f (to, Yo)) le point en lequel 
O0F/0x = 0F/0y = 0F/0X = 0 
Alors, si en ce point 
| H |<0 — minimum au point P. 


| H |> 0 — maximum au point P. 
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La méthode des multiplicateurs de Lagrange peut se généraliser à l’opti- 
misation d’une fonction à n variables f(x1,...,1,) soumise à # contraintes 


pds ll RER er 


Dans ce cas, le Lagrangien s’écrit : 
k 
Prier D AReESAE) = J'Ébies m) +S Ag(as,...,74) 
j=1 


L’annulation des premières dérivées partielles fournit un système de n + k 
équations à n + k inconnues : 


D _ FL Re + ASE Le + AE = 
EE | + ASE = 0 
. _ SL + ASE | x EE Bart ME _0 
D = aile sl es0 
D = au Zn) = 0 


Les conditions du deuxième ordre permettant de déterminer s’il s’agit 
d’un maximum ou d’un minimum reposent sur le calcul des mineurs de la 
matrice hessienne bordée suivante : 
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o | 2n LENS 
ti LA On 
0 0 092 Ôg2 


Notons le mineur principal qui contient 0? F/0x? comme dernier élément 
de la diagonale principale par | H; |. | H2 | correspond au mineur principal 
qui contient 0?F/Üx? comme dernier élément de la diagonale principale et 
ainsi de suite. La condition suffisante pour l’existence d’un minimum ou 
d’un maximum dépend des signes des mineurs principaux | H%:1 |, | Hy:2 |, 
Mes = |. 

Mentionnons qu’il existe au moins une contrainte (k > 1) et que, par con- 
séquent, | H; | n'intervient jamais dans les calculs. La condition suffisante 
pour l'existence d’un extremum est donnée dans le résultat 3.6. 


Résultat 3.6 La fonction f(x1,...,11) soumise aux k contraintes : 
Débuts 
admet : 
e un mazimum au point candidat si les mineurs principaux | Hy:1 |, 


| Hy,9 |, ..., | H, | sont de signe alterné, le signe de | H},1 | étant 
celui de (—-1)**1, 
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e un minimum si les mineurs principaux | Hy:1 |, | Hz:2 |, ..., | H, | 
sont de même signe, celui de (—1)*. 


Exemple 3.9 Trouver les extrema de la fonction objectif : 
f(x, y) = 57°? + 69° — xy 
sous la contrainte : 
x + 2y = 24 


La contrainte s'écrit g(x,y) = x + 2y — 24 = 0. 
Le Lagrangien est donné par : 


F(x,y, À) = 57° + 6ÿ° — xy + À(x + 2y — 24) 


L’annulation des premières dérivées partielles fournit un système de trois 
équations à trois inconnues qu'il s’agit de résoudre. 


OF 

= 107 — — Ai 
3x Ox—-y+A=0 (3:12) 
OF 
— = ]2y — PI\—= .13 
Où y—æz+2À =0 (3.13) 
OF 
—— — 2y — 24 — .14 
3x x + 2y 0 (3.14) 


En éliminant À des équations (3.12) et (3.13), on obtient 2y = 3x que l’on 
substitue dans (3.14). 


x + 3x — 24 —0 
Ax = 24 


On obtient xo = 6. 

Comme x + 2y = 24, on trouve Yo = 9. 

Pour déterminer si le point candidat z9 = 6 et yo = 9 est un extremum, 
il faut calculer les dérivées partielles du deuxième ordre. 
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®F ®F Fr Fr 


De ETC OU De 


Les dérivées partielles de la contrainte g(x, y) = x + 2y — 24 sont : 


0g 0g 
ST æi) =D 
Ox Fe 0y 


La matrice hessienne bordée est donc 


OO 1: 2 
EE. Arret 
2 


Puisqu’il s’agit d’une fonction à deux variables soumise à une contrainte, 
on utilise le résultat 3.5. 

Comme | H |[— —56 < 0, la fonction objectif sous la contrainte x+2y = 24 
possède un minimum en æo = 6 et yo = 9. 

Nous avons donc trouvé la solution qui minimise la fonction objectif tout 
en respectant la contrainte. Remarquons que cette même fonction, si elle 
n’est pas soumise à la contrainte x + 2y — 24, ne possède pas un minimum 
au même point ! Le lecteur peut vérifier que sans la contrainte, cette fonction 
possède un minimum en Zo = Yo = (0. 


Exemple 3.10 Une entreprise fabrique trois types de machines : x:1,2%2 et 
xs. La fonction de coût conjointe C'(x1,72,t3) est : 


C1, 22, ts) = Ar? + 275 + T2 — 2%1%9 + Tots — 3072 — 30%3 


Combien de machines de chaque type l’entreprise doit-elle fabriquer pour 
minimiser son coût s’il lui faut un total de 100 machines ? 


Il s’agit ici de minimiser la fonction de coût conjointe sous la contrainte : 
Li + Lo + T3 = 100 


Ainsi g(t1, To, T3) = Li + Lo + T3 — 100. 
La fonction de Lagrange F(x1,22,t3, À) est donnée par : 
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F(x:,7%2,23, À) oo C(x1, T2, T3) Ka Àg(t1, T2, T3) 
= 47? + 225 + 22 — 2v1T9 + Totz — 3072 — 303 
+A(x + Lo + T3 — 100) 


Annulons les premières dérivées partielles : 


F 

Ox: 

OF 
— = 4% — 2% +Tz3 — 30+À—0 (3.16) 
OX) 

F 

RS 1 (3.17) 
Ot3 

OF 


Tirons À de la première équation : À = 2x2 — 8x1. En substituant À dans 
les équations (3.16) et (3.17), on obtient avec l’équation (3.18) un système 
de trois équations à trois inconnues : 


—107: + 6x2 + T3 — 30 (3.19) 

Sri +3to+ 273 — 30 (3.20) 

Ti +L2+Ts — 100 (821) 

De (3.21), on tire æ1 = 100 — 2 — x3 que l’on remplace dans (3.19) et 


(3.20) pour obtenir : 


1679 +llzs — 1030 (3.22) 
llro + 1073 — 830 (3.23) 
830 — 11 
De (3.23), on tire x3 — —— que l’on substitue dans (3.22). 
11 
1622 + 10 (830 — 1172) — 1030 
16072 — 121%2 — 1170 
39t2 — 1170 


T2 — 30 
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En utilisant ce résultat dans (3.23), on obtient : 


330 + 1073 — 830 
10z3 — 500 
T3 — 50 


Finalement, en se basant sur (3.21), on en conclut que 
æ1 = 100 — 30 — 50 = 20. 

Ainsi, le point candidat est 1 — 20,2 — 30 et x3 — 50. Vérifions à 
présent qu'il s’agit bien d’un minimum. Pour cela, calculons : 


0g 0g 0g 

— = 2% = cf. = 1 
Ot: Ôt Ôt3 

®F ®F ®F 

où . Ôx Ox? 

PR D OR 
Ot10%2 : Ox10%3 = Ox20%3 En 


La matrice hessienne bordée est par conséquent donnée par : 


0 1 1 1 
1 8 —2 0 
or 1 —2 4 1 
1 0 1 2 
On a alors : 

0 1 1 RE 
|H2l=|1 8 —-2|—=-16 et | H3|— — —39 
1 9 4 1 —2 4 1 

1 0 1 2 


Comme dans cet exemple il n’y a qu’une contrainte, (k = 1), on a donc : 


| Heu =| H2}= —16 


Het =|H,1=| 83 | -39 
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Selon le résultat 3.6, les mineurs | H2 | et | H3 | sont du même signe que 
(—1)f ; le point x1 = 20, x2 = 30 et x3 = 50 est donc un minimum. 


Exemple 3.11 Une firme produit des appareils dans deux usines différentes. 
Les coûts de production respectifs pour les deux usines sont : 


Ci = 200 + 6q + 0, 03q? 
C2 = 150 + 10q2 + 0, 02q 


où g1 et g représentent le nombre d’appareils produits dans chaque usine. 
La firme s’est engagée à livrer 100 appareils à une entreprise de Zürich. Les 
frais de transport par appareil sont de Fr. 4.- pour les livraisons à partir de 
la première usine et de Fr. 2.- pour les livraisons à partir de la seconde usine. 
Les frais de transport sont supportés par la firme productrice. 

Calculons le nombre d’appareiïls que la firme doit produire dans chaque 
usine afin de minimiser le coût total (coût de transport y compris). 

Le coût total C'(q1, 2) est égal à : 


Cq,q) = (Ci1+4q) + (C2 + 2q) 
— 0,03g2 + 0, 02q2 + 10q1 + 12q2 + 350 


Comme la firme doit livrer 100 appareils au total, il faut tenir compte de 
la contrainte q1 + g2 = 100. 

Nous allons résoudre ce problème avec l’outil Solveur d’Excel, présenté 
au chapitre 2. La première étape consiste à nommer les cellules contenant 
les variables. En choisissant l’option Créer dans le menu Insertion puis 
Nom. Les valeurs données n’ont pour le moment aucune importance, mais 
les cellules ne peuvent pas être vides lorsque l’on utilise le Solveur. 


F ‘Édionne A nr Annuler | 


F Ligne du bas 
F Colonne de droite 


Figure 3.7 : Attribution des noms ql et q2 aux cellules A2 et B2 
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Nous allons maintenant saisir la fonction à minimiser, ainsi que la con- 
trainte dans les cellules A4 et A5. 


Figure 3.8 : Saisie des fonctions 


Notons que les fonctions n’apparaîtront pas à l’écran. Excel calcule les 
résultats avec les valeurs actuelles des variables. 

Sélectionner la cellule contenant la fonction à minimiser et lancer le 
Solveur du menu Outil. La cellule cible est la fonction à minimiser, les 
cellules variables sont les cellules A2 et B2 et la contrainte doit être égale à 
100. De plus, les deux variables doivent être positives. 


Paramètres du Solveur E 
(Valeur 10 Fermer | 
- Cellules variables: 


[252.58 $2 Proposer | 


Contraintes: Options. | 
Ajouter. | 


Modifier. | PRE 
Rétablir | 
s| Supprimer | - 
&ide | 


Cellule cible à définir: 


Egale à © Max 


Figure 3.9 : Le Solveur est prêt à résoudre ce problème 


Cliquer sur Résoudre et après quelques secondes, le résultat s’affiche : 
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X Microsoft Excel - Classi [OI x] 
5) Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenêtre -[5/x| 


# 
s S|a| ur LEE la z[A| 4/2] 18] @[2æ Po 
=|f œ| % | voo| [4%] : 


14] 4] »{ mf\ Feuill {Feu Z Feu Z Feulf {Feu LF [4] | > IF 
Prêt | Somme=1570 el nel 7 


Figure 3.10 : Solution de la minimisation sous contrainte 


En plus des valeurs de q; et g> qui minimisent le coût sous la contrainte de 
la quantité totale produite, Excel affiche le coût total et le nombre de pièces 
produites. 


Le Solveur, avant d’afficher le résultat, propose différents rapports. Dans 
le cas d’une optimisation classique sous contrainte, en sélectionnant rapport 
de sensibilité, Excel crée une feuille de calcul sur laquelle on lit, entre autres, 
la valeur du multiplicateur de Lagrange. 


Remarque 3.1 La méthode des multiplicateurs de Lagrange ne peut pas être 
utilisée dans tous les cas. Notamment lorsque le problème d'optimisation 
possède des contraintes de non-négativité ou lorsque la fonction n’est pas 
dérivable, cette méthode n’est pas adaptée. 


Voyons à l’aide de deux exemples les difficultés rencontrées dans de telles 
situations. 
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Microsoft Excel 7.0a Rapport de la sensibilité 
Feuille: [optimisation.xls|Feuil1 
Date du rapport: 11.5.98 14:50 


Cellules variables 
Valeur Gradient 


Cellule Nom finale réduit 
PAZ gl 60 0 
3E9%2 __q2 40 (nl 


Contraintes 
Valeur Multiplicateur 
Cellule Nom finale de Lagrange 
PAS qi 100 13.6000021 


K{k{w {tif}, Rapport de la sensibilité 1 MFapportdes 
Figure 3.11 : Rapport de sensibilité 


Exemple 3.12 Considérons le problème d'optimisation suivant : 
Minimiser f(x1,2%2,t3) = 21 +2 + ta sous les contraintes suivantes : 


T1 + 2% + 373 — 12 
x > 0 
zo > 0 
z3 > 0 


Les trois dernières contraintes sont appelées contraintes de non-négati- 
vité. Il faut les transformer en contraintes d'égalité puisque la méthode 
des multiplicateurs de Lagrange est basée sur ce type de contraintes. Cette 
transformation peut se faire en soustrayant respectivement à x1,x2 et x3 le 
carré des variables uw, u2 et u3. Comme un carré est toujours positif ou nul, 
l'égalité est respectée si et seulement si x1,%2 et x3 sont non-négatifs ; les 
trois contraintes de non-négativité sont donc équivalentes à : 


zu = Ù 
Zo—w = 0 


zs—u3 = 0 
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La fonction de Lagrange correspondante est donnée par : 


F(a,%0,t3) = di + To + 3 + Aa — UŸ) + Ao(to — U5) 
+À3(x3 mu u3) + Ati + 2%9 + 3T3 _. 12). 


En annulant les dérivées partielles par rapport aux variables x1, %2, æ3, 
U1, 2 et u3, on obtient : 
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Comme x; — u° pour j = 1,2,3, les trois dernières équations indiquent 
qu'il existe pour chacune d’elles deux possibilités : soit À; — 0, soit x; — 0, 
pour j = 1,2,3. Il y a donc au total 2° — 8 cas différents. 

Dans le cas général où il y a n variables, il faudra considérer 2” cas. Dans 
ce type de situation, la méthode des multiplicateurs de Lagrange s’avère 
inutilisable, car il est impossible, dans la pratique, de considérer tous les 2” 
cas possibles lorsque n est grand. 


Exemple 3.13 Dans le cas du modèle de régression linéaire simple : 
Y = pi + PiX Fe 


on à vu que Ho et P, pouvaient être estimés en minimisant la somme des 
écarts au carré, à savoir : 
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minÿ €? = min Der — Bo — B1Xi) 
i=1 i=1 


Mais on peut également trouver 5, et , en minimisant la moyenne absolue 
des écarts, c’est-à-dire : 


. 1€ 
2 | Yi — Bo — BiXi | 
et ceci sous la contrainte : 


Yo = Bo + B1X0 


pour une paire donnée (X5, Yo). 

Or ici, on ne peut employer ni la méthode des multiplicateurs de Lagrange 
ni une autre méthode classique, car on sait que la fonction “valeur absolue” 
n’est pas différentiable en son point minimum où elle forme un angle, comme 
l’indique la figure 3.12. 


J@) 


PN 


à | 
SZ 


NZ 


Figure 3.12 : f(x) =| x | n’est pas différentiable en x = 0 


Nous venons donc de voir que la méthode des multiplicateurs de Lagrange 
a des lacunes lorsque l’on rencontre des contraintes de non-négativité. Or, ces 
contraintes sont très importantes en économie. Par conséquent, il nous faut 
aborder d’autres méthodes lorsque les contraintes se présentent sous forme 
d'égalité ou d’inégalité. 
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Ce genre de méthodes peut être classé dans la programmation mathémati- 
que, comme mentionné dans le chapitre 1. Nous allons toutefois limiter notre 
étude à des problèmes spécifiques dans lesquels la fonction objectif et les 
contraintes sont linéaires. Ce type de problèmes sera traité sous le nom de 
programmation linéaire. 


3.4 Exercices 


1. Une fabrique utilise deux facteurs de production x et y pour produire 
un certain nombre d'unités d’un bien z. 


Le prix d’une unité du facteur x est de 3 CHEF et celui d’une unité du 
facteur y est 2 CHF. La fonction de coût de production est donc : 


C= 3x + 2y 


Si cette fabrique doit produire 300 unités du bien z et que la fonction de 
production est donnée par z = Ÿ2(15)x°/4yl/4 (contrainte!), combien 
devra-t-elle acheter d’unités de x et de y pour minimiser le coût de 
production ? 


2. Un investisseur décide d’acheter trois types d’actions pour un montant 
compressif de 400 CHF. Soit X:, X2 et X3 le montant consacré à chaque 
type d’action, ainsi X1 + Xo + X3 — 400. Le taux de rendement pour 
chaque action est une variable aléatoire dont l’espérance mathématique 
et la variance sont données par le tableau suivant : 


type d’action rendement moyen variance 


ï 0,20 1/5 
2 0,15 1/10 
3 0,10 1/25 


On appelle rendement moyen espéré du placement, l’expression : 


R = 0.20X5 + 0.15X2 + 0.10X3 


On appelle risque du placement, l'expression suivante (c’est-à-dire la 
variance) : 
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1 

V==X?+— Xi + Xi 
24 EX + EX 
(a) Trouver X:,X2 et X3 tels qu'ils minimisent le risque. À quel 


rendement moyen espéré correspond cette répartition des achats 
9 


(b) Trouver X;,X2 et X3 tels qu’ils minimisent le risque sous la con- 
trainte additionnelle que le rendement moyen espéré À — 60. Par 
rapport à la situation sous (a), le risque est-il plus grand ou plus 
faible ? 


3. Une firme produit un certain bien qu’elle vend sur le marché au prix 
unitaire de 8 CHF. La quantité produite (et vendue) est donnée par: 


Q = sK3/8r1/8 


où K représente les unités de facteur capital employées et ZL les unités 
de facteur travail employées. Le revenu de la firme s’élève donc à 
8Q = 64K%/S8LVS8, Le coût de production de cette firme est donné par 
C'=12K +4L. 


(a) Trouver les quantités de X et L que la firme doit employer afin 
de maximiser son bénéfice. 


(b) La firme constate que la politique de maximisation du bénéfice 
ne lui assure pas une part de marché suffisante. Elle décide en 
conséquence d’adopter la politique de maximisation de la quantité 
vendue sous réserve d’un bénéfice minimal égal à 48 CHF. 


i. Formuler explicitement le problème de maximisation sous con- 
trainte. 


ii. Montrer que dans la solution optimale, la combinaison 
optimale des facteurs (c’est-à-dire leurs proportions) reste la 
même que dans le problème de maximisation du bénéfice. 


iii. Donner la solution complète pour K, L et Q. 
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4. La fonction de production d’une firme est donnée par 


Q = 4K1/473/4 


où K et L sont les deux facteurs de production et Q la quantité pro- 
duite. La firme achète les deux facteurs sur le marché : le prix unitaire 
de L est de 3 CHF et, en raison d’une pénurie, le prix unitaire de K 
est une fonction croissante de K suivant la formule : 


pr =2+0,1K 
Sachant que la somme consacrée à l’achat des deux facteurs de produc- 


tion est de 150 CHF, trouver les valeurs de À et L qui maximisent la 
production. Quel est le prix unitaire de K ? 


. Maximiser z = —xInx — yln y sous la contrainte x + y = 1. 


. Une firme monopolistique produit un certain bien. Le coût total de sa 


production est représenté par la fonction : 
C = 21°? + 5q° — 20q + 400 


où q représente les unités produites et 7 un indice de qualité du produit 
(par exemple le degré de raffinage du produit). 


Le prix que la firme peut exiger sur le marché est fonction de l’indice 
de qualité : 


p = 100 — 3q +41 


(a) Calculer la recette totale de la firme. 
(b) Trouver q et 1 tels qu’ils maximisent le bénéfice de la firme. 


(c) Vérifier les conditions de deuxième ordre. 


. Vous partez en vol charter pour un voyage aux États-Unis. Dans votre 


valise vous êtes autorisé à emporter 24 kg. Vos affaires de toilette pèsent 
4 kg et vous voulez utiliser les 20 kg qui restent de façon optimale. Vous 
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aimeriez emporter trois sortes de biens : blue jeans notés X, T-shirts 
notés Ÿ et pull-overs notés Z. Les poids unitaires respectifs sont (en 


kg) : 
px = 2 py = 0,5 pz = 1 


L’utilité que ces vêtements vous procurent pendant votre voyage est 
mesurée par la fonction : 


U = X?YZ 


(a) Choisissez X,Y et Z de façon à maximiser l'utilité. 


(b) Ayant choisi votre assortiment optimal, vous vous rendez compte 
que vous ne pouvez pas fermer votre valise. Le volume total 
disponible (après y avoir rangé vos affaires de toilette) est de 
40dm°. Le volume unitaire respectif des trois vêtements (en dm) 
est : 


Vx=4  Vy=2/8  Vr=3 


Trouvez la combinaison optimale sous la double contrainte du 
poids et du volume. Vérifier alors la condition de deuxième ordre. 


8. Trouver l’extremum de : 
fe, y, 2) = 2°? — 2xy + y° + 52° 
sous la contrainte : 
z+y+2z — 10 
9. Une entreprise a la fonction de production suivante : 
Q=8K1/27V4 
où Q est la production, K le capital et L le travail. Le prix du capital 
est px — 4, le taux de salaire p; — 2 et l’entreprise désire produire 


Q — 64. Trouver la combinaison des facteurs K et L donnant au 
moindre coût la production requise. 
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10. 


11. 


12; 
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Déterminer les extrema de la fonction f(x,y) =In|[x|+ln|yl|,xet 
y étant liés par la contrainte x? + y? — 9. 


Une entreprise fabrique deux types de machines : x et y. La fonction 
de coût conjointe est donnée par : 


fa, y) = 2° + y — 10x — 12y + 151 


Trouver le nombre de machines de chaque type que l’entreprise doit 
fabriquer pour minimiser son coût. 


À l’aide des conditions du second ordre, montrer qu’il s’agit bien d’un 
minimum. 


Un consommateur dépense 24 CHF pour l’achat de deux biens : x et 
y. Les prix de x et de y sont respectivement de 1 CHF et de 2 CHF. La 
fonction d’utilité du consommateur est donnée par U = 5%? +6y? — xy. 


Combien d’unités de chaque bien doit-il consommer pour maximiser 
son utilité ? 


Chapitre 4 


Programmation linéaire 


4.1 Introduction 


À partir de la fin de la Seconde Guerre mondiale, de nouvelles méthodes 
permirent de résoudre des problèmes complexes là où les méthodes classiques 
échouaient. Ces méthodes furent connues sous le nom de programmation 
linéaire, développées principalement par George B. Dantzig (né le 8 novembre 
1914), mathématicien américain et créateur de la méthode du Simplexe, et 
L. Kantorovich (1912-1986). 

Danzig, outre la programmation linéaire, étudia entre autres la program- 
mation mathématique, la prise de décision et les modèles de planification 
à large échelle. L'impact de son œuvre fut considérable en gestion et en 
économie et ses méthodes restent totalement d’actualité. 

Ce chapitre permet de se familiariser avec les notions relatives à la pro- 
grammation linéaire. Plusieurs exemples illustrent les différents domaines 
d'application de la programmation linéaire, notamment en économie. 

Les problèmes exposés dans ce chapitre seront résolus graphiquement. 
Les techniques de résolution numériques seront abordées au chapitre suivant. 


4.2 Problèmes de programmation mathéma- 
tique 


De manière générale, la résolution de problèmes de programmation mathéma- 
tique vise à déterminer l’allocation optimale (c’est-à-dire la meilleure combi- 
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naison possible) de ressources limitées pour atteindre certains objectifs. Les 
allocations doivent minimiser ou maximiser une fonction dite objectif. En 
économie, ces fonctions sont par exemple le profit ou le coût. 

Ces problèmes, traités par la programmation mathématique, se distinguent 
des problèmes d’optimisation classique par le fait que leurs solutions sont 
d'ordre numérique. Celles-ci sont obtenues par une technique numérique 
itérative, alors que les solutions à un problème classique sont en général don- 
nées sous forme de formules fermées. 

La forme générale d’un problème de programmation mathématique est la 
suivante : 


Optimiser = Jets sut) (4.1) 


sous contraintes h;(11,%1,%2,...,%n) 


IV IE IA 
Se 
Fe 
ND 
— 


i=1,2,...,m 


où les fonctions f et h; sont des fonctions numériques à n variables. La fonc- 
tion f de (4.1) est la fonction objectif à optimiser, tandis que les équations 
ou inéquations de (4.2) sont les contraintes. 

Selon la nature des fonctions f et h;, on peut être confronté à plusieurs 
types de problèmes de programmation mathématique. 

Lorsque les fonctions f et h;, à = 1,...,m sont linéaires, il s’agit d’un 
problème de programmation linéaire. Si de plus, on impose que les variables 
ne peuvent prendre que des valeurs entières, on parle de programmation 
linéaire entière. Les problèmes dans lesquels la fonction f ou h; sont non- 
linéaires font partie de la programmation non-linéaire. Un cas particulier 
est la programmation quadratique relative aux problèmes pour lesquels la 
fonction f est quadratique et les fonctions h; linéaires. Par la suite, nous 
étudierons essentiellement les problèmes de programmation linéaire. 


4.3 Problèmes de programmation linéaire 
La programmation linéaire est définie comme étant un cas particulier de 


la programmation mathématique pour laquelle (4.1) et (4.2) sont linéaires. 
De plus, les variables sont supposées être non-négatives. Un problème de 
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programmation linéaire revient donc à : 


Optimiser 2 = C1 +... + Cnln 
= 
sous contraintes @;1%1 +... + Ginln à —= pb (4.3) 
> 
RE LL 
et 
Had iel:;sR (4.4) 
Où &;;, b; et c; sont des constantes connues. 
Les contraintes x; > 0, j = 1,...,n sont appelées contraintes de non- 
négativité. 


Voyons à présent quelques exemples simples de programmation linéaire 
que l’on peut rencontrer dans différents contextes réels. Ces exemples ont 
pour but de formuler mathématiquement un problème donné. La résolution 
se fera ici graphiquement. 


Exemple 4.1 1! s’agit d’un exemple de production dans lequel une entreprise 
fabrique des chaises et des tables à l’aide de deux machines À et B. Chaque 
produit passe obligatoirement par les deux machines. Pour produire une 
chaise, il faut 2 heures de machine À et 1 heure de machine B. Pour pro- 
duire une table, il faut 1 heure de machine À et 2 heures de machine B. 
L'entreprise réalise un bénéfice de Fr. 3.- sur chaque chaise et de Fr. 4.- sur 
chaque table. Les deux machines À et B sont disponibles 12 heures par jour 
au Mmarzimum. 


Le problème consiste à savoir combien de chaises et de tables il faut 
fabriquer pour maximiser le bénéfice. Le tableau suivant montre : 


1. le nombre d'heures nécessaires pour produire chaque table et chaque 
chaise par machine ; 


2. le nombre total des heures disponibles ; 


3. le profit pour chaque unité de chaise et de table produite. 
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Machine Produit Disponibilité 


Table 
: : 1 12 
Fées 
= L 
Il s’agit à présent de formuler mathématiquement le problème. 
Notons respectivement par æ1 et æ2 le nombre de chaises et de tables qui 
doit être produit par jour. 


Le bénéfice pour une chaise étant de Fr. 3.- et celui pour une table de 
Fr. 4.-, le bénéfice journalier est donc donné par la fonction objectif : 


2 = 8% + 4% (4.5) 


qu'il s’agit de maximiser. Il faut dès lors formuler les contraintes. Puisque 
le temps où les machines peuvent fonctionner est limité, on ne peut pas 
accroître la production indéfiniment. Les machines À et B ne peuvent pas 
fonctionner plus de 12 heures par jour. On sait que pour produire une chaise, 
il faut 2 heures de machine A alors que pour une table il n’en faut qu’une. 
La contrainte concernant la machine A est donc : 


De même, une chaise requiert 1 heure de machine B, tandis qu’une table 
en demande 2. La contrainte concernant la machine B, avec la même durée 
maximale de 12 heures par jour, est donnée par : 


De plus, comme on ne peut pas produire de quantités négatives, il faut 
ajouter encore deux contraintes de non-négativité : 


et 
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Le problème consiste donc à trouver les valeurs des variables x1 et x2 
qui maximisent le bénéfice journalier (4.5) tout en satisfaisant les contraintes 
(4.6) à (4.9). 


En résumé, le problème s’écrit sous la forme : 


Maximiser z — 3x1 + 4% 
sous contraintes 2% + Zo < 12 
T1 + 2%2 < 12 

et T1,%9 > OÙ 


e Représentation graphique du problème de programmation 

linéaire 

L'exemple de production décrit ci-dessus peut être représenté graphique- 
ment puisqu'il ne contient que deux variables. Avant de rechercher la 
solution du problème, représentons sur la figure 4.1 la région des points 
(x1; 72) qui satisfont les quatre contraintes simultanément. Les deux 
contraintes de non-négativité 1,12 > 0 indiquent que cette région se 
trouve dans le premier quadrant. En ce qui concerne les deux autres 
inégalités, on étudie les équations de droite : 


2%: + 1% = 12 


et 
Li + 2%9 —=;"12 


La première est une droite passant par les points (6 :0) et (0 ;12), tandis 
que la deuxième passe par (12 ;0) et (0 ;6). L’intersection de ces deux 
droites est le point (4 ;:4). La région des points satisfaisant les quatre 
inégalités est la région hachurée sur la figure 4.1. Elle à pour sommets 
les points (0 ;0), (0 ;:6), (4 ;4) et (6 :0). 

Pour résoudre le problème de programmation linéaire, nous devons 
trouver le ou les points appartenant à ce polyèdre convexe et max- 
imisant la fonction objectif : z — 3x1 + 4x2. Pour une valeur donnée 
de z, il s’agit d’une droite. En attribuant différentes valeurs à z on 
obtient autant de droites parallèles (quelle que soit la valeur de z, la 
pente reste inchangée et vaut —3/4). 

Puisque le but est de maximiser la fonction objectif, la recherche de 
la solution optimale se fait en translatant la droite z = 3x1 + 4x2 de 
manière à ce que l’ordonnée à l’origine soit la plus grande. De plus, 
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pour satisfaire les contraintes, l’intersection de cette droite avec la ré- 
gion hachurée doit être non vide. 

Sur la figure 4.1, la fonction objectif est tracée pour trois valeurs de z. 
La première valeur est z, — 18. Cette valeur n’est pas optimale puisque 
l’on peut encore déplacer la fonction objectif en gardant des points com- 
muns avec la région hachurée. La deuxième valeur 22 = 28. Il s’agit de 
la valeur optimale puisque l’ordonnée à l’origine est la plus grande pos- 
sible tout en gardant un point d’intersection avec la région hachurée. 
La troisième valeur 23 — 38 ne peut pas être optimale puisqu'il n’y à 
plus de point en commun entre la droite et la région hachurée. 

Aiïnsi dans cet exemple, la solution optimale se situe à l’intersection des 
deux droites 2x1 + æ2 = 12 et æ1 + 2%2 = 12. Il s’agit d’une solution 
unique donnée par æ, = 4 et x2 = 4. Cela signifie que le bénéfice est 
maximal lorsqu'on produit 4 chaises et 4 tables par jour. Ce bénéfice 
s'élève à z = 3(4) + 4(4) = 28 par jour. 

À noter que la solution optimale est l’un des sommets du polyèdre 
(point extrême). Nous verrons au chapitre 5 que lorsque la solution 
existe, elle coïncide toujours avec un point extrême du polyèdre (bien 
que la solution ne soit pas forcément unique). 


\A x 
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Figure 4.1 : Région réalisable et fonction objectif pour 21 = 18, 
22 = 28 et 23 — 38 


Exemple 4.2 Voyons à présent un cas où la fonction objectif doit être min- 
imisée. Une compagnie possède deux mines de charbon À et B. La mine À 
produit quotidiennement 1 tonne de charbon de qualité supérieure, 1 tonne de 
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qualité moyenne et 6 tonnes de qualité inférieure. La mine B produit par jour 
2, 4 et 3 tonnes de chacune des trois qualités. La compagnie doit produire 
au moins 90 tonnes de charbon de qualité supérieure, 120 tonnes de qualité 
moyenne et 180 tonnes de qualité inférieure. 

Sachant que le coût de production journalier est le même dans chaque 
mine, soit 1 000, quel est le nombre de jours de production dans la mine A 
et dans la mine B qui minimisent le coût de production de la compagnie ? 


Pour traduire ce problème sous la forme d’un programme linéaire, posons 
x le nombre de jours de travail dans la mine A et x, celui dans la mine B. Par 
jour, la mine À permet de produire 1 tonne de charbon de qualité supérieure 
tandis que la mine B peut en produire 2 tonnes. Comme la compagnie doit 
en produire au moins 90 tonnes, la contrainte s’écrit : 


Li + 2%9 > 90 
De même, pour les deux autres qualités de charbon, on trouve : 


Li + 4To > 120 
6x: + 3%) > 180 


La fonction objectif à minimiser est : 


z = 1000x:1 + 10002 
Le problème de programmation linéaire s’écrit donc : 


Minimiser z — 1000%: + 1000%: 
sous contraintes %1 + 222 > 90 
T1 + 4x9 > 120 
6x1 + 372 > 180 
T1, L2 > 0 


La figure 4.2 indique dans sa partie hachurée l’ensemble des points (11; x2) 
qui satisfont les contraintes. Il s’agit dans ce cas d’une région non-bornée qui 
a pour sommets les points : 


1. intersection de la droite d’équation 6x1 + 372 — 180 avec l’axe x : 
(0 ;60) ; 
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2. intersection des droites 6x1 + 3x2 = 180 et x1 + 2x2 = 90 : (10 ;40) ; 


3. intersection des droites æ1 + 2x2 — 90 et æ1 + 4x2 — 120 : (60 ;15) ; 


4. intersection de la droite d’équation x: + 4x2 — 120 avec l’axe x: : 


(120 :0). 


20 


Figure 4.2 : L'ensemble des solutions réalisables n’est pas borné. 
Le point optimal a pour coordonnées (10 ;40). 


La fonction objectif étant donnée par z = 1000x1 + 1000x2, sa pente vaut 


—1. En traçant des droites parallèles ayant pour pente —1, on s’aperçoit 
que celle qui conserve un point en commun avec la région réalisable et dont 
l’ordonnée à l’origine est la plus petite est la droite passant par le sommet 
(10 ;40). La solution optimale est donc x1 — 10 et x2 — 40. Le coût de 
production est donné par : 


z = 1000(10) + 1000(40) = 50000 


Exemple 4.3 Il s’agit ici d’un problème que l’on peut résoudre par la pro- 
grammation linéaire, c’est-à-dire un problème de transport. Ce type de prob- 
lème se définit comme suit. 
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Connaissant les quantités disponibles de chacune des unités de production, 
les quantités requises aux points de distribution et le coût de transport d’un 
bien d’une usine vers un point de vente, il s’agit de déterminer le plan de 
transport optimal, c’est-à-dire de déterminer les quantités de biens que chaque 
usine va envoyer vers chacun des points de vente afin que le coût de transport 
total soit minimum. On suppose qu'il est possible d’expédier des produits de 
n'importe quelle origine vers n'importe quelle destination. 

L'exemple ci-dessous est le cas d’une fabrique de conserves qui expédie 
des caisses vers ses dépôts. Nous voulons que le plan d'expédition des caisses 
minimise le coût total de transport des usines aux dépôts. Pour simplifier, 
supposons qu'il y a deux usines et trois dépôts. L'offre des usines et les 
demandes des dépôts sont les suivantes (en nombre de caisses) : 


usine 1: 350 dépôt 1: 200 
usine 2 : 450 dépôt 2: 300 
dépôt 3: 50 


Les coûts de transport de chaque origine vers chaque destination sont 
donnés dans le tableau ci-dessous (en francs par caisse) : 


Usines Dépôts 


Aïnsi, le coût pour transporter une caisse de l’usine 1 au dépôt 1 est de 
25, le coût pour transporter une caisse de l’usine 2 vers le dépôt 1 est de 24, 
et ainsi de suite. 

Ce problème peut se formuler sous la forme d’un problème de program- 
mation linéaire. Notons par c;; le coût de transport d’une caisse de l’origine 
à vers la destination 7. Nous avons donc, d’après le tableau précédent : 
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C11 
C2 — 
C3. — 
C21 — 
C2 = 


C23 — 


25 
17 
16 
24 
18 
14 
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Soit a; la quantité de caisses disponibles à l’origine + et b; celle requise à 


la destination j. 


Nous pouvons représenter le problème sous forme d’un diagramme (figure 
4.3). Les lignes qui relient les usines aux dépôts peuvent être considérées 
comme des routes. On y indique leur coût de transport unitaire respectif. 


À noter que le nombre de caisses disponibles doit être supérieur ou égal 


au nombre de caisses requises : 


a + @ > bi + bo + b3 


Dans le cas contraire, le problème n’a pas de solutions réalisables. 


Si x; représente le nombre de caisses expédiées de l’origine + vers la 
destination 7, le coût total de l’expédition se traduit alors par l’équation : 


3 2 
Cha > Din GTiÿ = Cu£u + CT + CsT13 
Ca1T21 + C22T22 + Co3T2 
3293 


Z — 25%11 + 17%19 + 16%:13 + 24%91 + 18x22 + 14%93 


C’est la fonction objectif à minimiser. 
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Usines Dépôts 


b1 = 200 


ai = 350 


b2 = 300 


az = 450 


b3 = 50 
Figure 4.3 : Coût de transport unitaire des usines aux dépôts 


Comme il est impossible d’expédier plus de caisses d’une origine donnée 
qu’il n’y en a de disponibles, nous sommes confrontés aux deux contraintes : 


DE — Zi] T2 T13 < 350 (usine 1) 


DE — T9] To2 To3 < 450 (usine 2) 
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De plus, il faut approvisionner chacun des trois dépôts avec la quantité 
requise, ce qui nous donne trois nouvelles contraintes : 


+ Li —= Li + Lai — 200 (dépôt 1) 
. 
D» Ly2 —= T2 + Too = 300 (dépôt 2) 
En 
D» Lg =  Li3 + Lo3 = 50 (dépôt 3) 


Comme il n’est pas possible d’expédier des quantités négatives, nous avons 
encore les six contraintes de non-négativité suivantes : 


Tij > 0, i = 152 et J — 1,2,3 
Finalement, le programme linéaire à résoudre est : 


Minimiser z — 25% + 17%10 + 16713 + 24721 + 18%99 + 14793 
sous contraintes Tir + Lio + L13 < 850 
Tai + Too + Zo3 < 450 
T1 + Toy = 200 
T2 FT L22 — 300 
T13 + Loz — DÙ 
et Li 2 0,1—1,2 et j —1,2,3 


Comme ce problème présente plus de deux variables, nous ne pouvons 
pas le résoudre géométriquement. En fait, il s’agit d’un cas particulier de 
programmation linéaire dont les méthodes de résolution feront l’objet du 
chapitre 7. 


4.4 Les différents types de solutions d’un prob- 
lème de programmation linéaire 


Jusqu'ici, les problèmes résolus graphiquement avaient une solution optimale 
unique, ce qui n’est pas toujours le cas. En effet, trois autres situations 
peuvent se présenter. Ces différents types de solutions sont expliqués dans 
les problèmes suivants. 
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Problème 1 : 


Maximiser z — %1+% 
sous contraintes 2%, + 2%) < 8 
et T1,%9 > 0 


Comme indiqué sur la figure 4.4, la région réalisable est ici un triangle 
rectangle dont les sommets sont les points (0 ;:0), (0 ;4) et (4 ;0). La fonction 
objectif est parallèle à l’hypoténuse et la droite qui permet d’attribuer la plus 
grande valeur à z est le segment de droite reliant les sommets (0 ;4) et (4 
:0). Par conséquent, tous les points de ce segment représentent une solution 
optimale au problème. Il existe donc une infinité de solutions qui donnent la 
même valeur de z, à savoir 4 Comme les solutions optimales à ce problème 
correspondent au segment de droite d’extrémités (0 ;4) et (4 ;0), elles peuvent 
être décrites par l’ensemble : 


OPORA ON 


En faisant varier À entre 0 et 1 on obtient toutes les solutions optimales. 


Figure 4.4 : Infinité de solutions 
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Problème 2 : 


Maximiser z — 2x1 + 5% 
sous contraintes 8x1 + 4x2 > 40 
T1 + 5%2 > 10 
et T1,%2 > O0 


Dans cet exemple, il suffit d'attribuer à x. et x, des valeurs suffisamment 
grandes pour que les contraintes soient satisfaites. La valeur de la fonction 
objectif peut être augmentée indéfiniment. 

Sur la figure 4.5, nous constatons que la région réalisable n’est pas bornée 
et que la fonction objectif peut être déplacée à l’infini en conservant toujours 
une intersection non vide avec la région réalisable. Dans ce cas, on dit que 
le programme linéaire possède une solution optimale infinie. 


X1 


Figure 4.5 : Solution optimale infinie 


Il reste un troisième cas possible, celui pour lequel il n’existe pas de 
solution réalisable. Considérons l’exemple suivant. 
Problème 3 : 


Maximiser z — %1+2% 
sous contraintes Ti + Lo < 2 
Ti — L2 > 3 
et T1,%2 > O0 
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La figure 4.6 ne présente pas de région réalisable. En effet, il n’existe 
aucun point qui satisfait simultanément les deux contraintes ainsi que les 
contraintes de non-négativité. Le programme linéaire ne possède donc aucune 
solution. 


Figure 4.6 : Aucune solution 


En résumé, il existe quatre types de solutions à un problème de program- 
mation linéaire : 


1. solution optimale unique ; 
2. infinité de solutions optimales ; 
3. solution optimale infinie ; 


4. aucune solution. 


Exemple 4.4 Un épicier possède 450 kg de cacahuètes et 300 kg de noix 
en stock. Il vend à ses clients trois mélanges différents : le premier, qui 
ne contient que des cacahuètes, est vendu au prix de 25 CHF le kilo. Le 
deuxième mélange est composé de deux tiers de cacahuètes et d’un tiers de 
noix ; il est vendu au prix de 40 CHF le kilo. Le troisième mélange contient 
un quart de cacahuètes et trois quarts de noix ; son prix est de 50 CHF le 
kilo. L'’épicier aimerait savoir combien de kilos de chaque mélange il doit 
vendre pour maximiser son chiffre d’affaires. 
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En désignant par æ1 la quantité du premier mélange, par x2 la quantité 
du deuxième mélange et par x3 la quantité du troisième mélange, la fonction 


objectif à maximiser est alors : 
Maximiser z = 25% + 40%2 + 50%3 


Les contraintes sont : 


2 1 
Li + 372 + 173 < 450 


et 


3 
—T2 + 173 < 300 


Finalement, nous avons les contraintes de non-négativité : 


Ti 


T2 


IV IV IV 


et Z3 


(4.10) 


(4.11) 


(4.12) 
(4.13) 
(4.14) 


Comme il s’agit d’un problème à trois variables, il n’est pas possible de 
le résoudre graphiquement. Nous allons résoudre ce problème en utilisant 
le Solveur d’Excel. La première étape consiste à définir les variables, la 


fonction à maximiser et les contraintes. 


4.4. Les différents types de solutions d’un problème de programmation linéaire105 


X Microsoft Excel - Class? Fifel EX 
) Fichier Edition fichage Insertion Format Outils Données Fenêtre 7 
{8 xl 


Dlélal als] +l8/elé] sel z[A] JA] il æ 
faria fo *lH/z/s| || 000| {« 
| Mélange_1 ef | 


Chiffre d'affaire: =25*42+40*62#50*C2 
Quantité de cacahuètes: =A2+2/5ÿ62+(1/4)C2 
Quantité de noix: =(1/3}82+3/4)C2 


| 4|»{ nf Feuilt {Feuil2 { Feuil3 { Feuil4 Z Feui | « | | ÈS 
Prêt | Bomme=1 POP INUMT OF» 


Figure 4.7 : Formulation du problème dans Excel 


Nous lançons maintenant le Solveur en sélectionnant la cellule D4 qui 
contient la fonction de calcul du chiffre d’affaires, puis en choisissant Solveur 
dans le menu Outil. On peut afficher les résultats intermédiaires dans le 
menu Options du Solveur. 


Paramètres du Solveur Ex 
Celle cible à défini: EC 


Egale à © Max © Min © Valeur [ Fermer | 


-Cellules variables: 


[5482 $C$2 Proposer | 


Contraintes: Options. | 
$D$5 <= 450 Ajouter... | 


$D$6 <= 300 


Mélange_1 >= 0 Modifier. 

Mélange 2 >= 0 Moser. | Rétablir | 
ET Supprimer | 

+ &ide | 


Figure 4.8 : Boîte de dialogue du Solveur 
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La solution finale indique un chiffre d’affaires de 31 200 CHF en vendant 
0 kg du premier mélange, 630 kg du deuxième et 120 kg du troisième. 


X Microsoft Excel - Class2 


5) Fichier Edition Sffichage Insertion Format Outils Dom 


Délg| SRIYI 48e) elel z[4 


MM Mélange 1 Mélange 2 Mélange 3 


(a 630 120 
Chiffre d'affaire: | 31200] 
Quantité de cacahuètes: 450 
Quantité de noix: 300 


4] CE mif£ Rapport des limites 1}, Feuill { Feuil2 £ Feuil | « | 
Prêt | (Somme=31200 F 


Figure 4.9 : Solution du problème 


4.5 Conclusion 


Nous allons résumer quelques-unes des propriétés des problèmes de program- 
mation linéaire que nous avons résolus graphiquement. 

Nous avons vu que pour un programme linéaire fini, la région des solu- 
tions réalisables était convexe, qu’elle possédait des sommets et que des arêtes 
reliaient les différents sommets. 

De plus, nous avons remarqué que lorsque le maximum ou le minimum 
de z était fini, la solution optimale était toujours un sommet de la région 
réalisable. La situation était différente quand la fonction objectif pouvait 
prendre des valeurs infinies. Dans ce cas, naturellement, aucun sommet n’é- 
tait optimal. Du point de vue de la terminologie, des solutions infinies ne 
sont pas qualifiées d’optimales. Le terme “solution optimale” est employé 
quand le minimum ou le maximum de z est fini. 

À noter que ces constatations, qui dérivent de simples exemples graphiques. 
sont vraies pour le cas général de la programmation linéaire. Nous en repar- 
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lerons d’ailleurs dans le chapitre 5 où nous étudierons la méthode du simplexe. 
Nous pouvons expliquer cette méthode par une interprétation géométrique 
très simple. Nous avons établi ci-dessus que s’il existait une solution op- 
timale, il s’agissait d’un point extrême. Or, il n’y a qu’un nombre fini de 
points extrêmes. La méthode du simplexe consiste à se déplacer étape par 
étape d’un point extrême donné à un point extrême voisin, jusqu’à ce que 
l’on arrive à un point extrême optimal. La méthode du simplexe se déplace 
le long d’une arête de la région réalisable, d’un point extrême à un autre 
point extrême adjacent. De tous les sommets adjacents, on choisit celui qui 
donne le plus grand accroissement de la fonction objectif (dans le cas d’une 
maximisation). À chaque point extrême, la méthode du simplexe nous dit 
s’il est optimal et si ce n’est pas le cas quel sera le prochain point extrême. 
Si, à un certain moment, le sommet choisi possède une arête qui conduit à 
l'infini et si la fonction objectif peut être améliorée en se déplaçant le long 
de cette arête, la méthode du simplexe nous informe qu’il y a une solution 
infinie. 

Il à été dit plus haut que la méthode du simplexe commençait avec un 
point extrême donné. Le problème consiste alors à trouver un point extrême 
initial. Cet aspect sera également traité dans le chapitre suivant. 


4.6 Exercices 


1. Résoudre graphiquement le programme linéaire : 


Maximiser z — 271 + 32% 
sous contraintes Li + 3% < 6 
2%: + T2 < 4 

et T1,%9 > O0 


2. Résoudre graphiquement le programme linéaire : 


Minimiser z — 3%, + 4% 
sous contraintes Ti + 2To > 8 
3T1 + 3%2 > 15 
et T1,%9 > O0 


3. Résoudre graphiquement le programme linéaire : 
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Maximiser z2 — %1+2% 
sous contraintes T1 + Zo > À 
PA < 3 
et T1,%2 > 0 


4. Résoudre le problème suivant en utilisant la méthode de l’exemple de 


épicerie. 
Maximiser 2 — 2%, + 329 + 523 
sous contraintes 4x1 + 3x2 + x3 < 400 
Lo + 2%3 < 200 
et T1, 22, 73 Pe 0 


5. Résoudre en suivant la même méthode que dans l’exercice 4 : 


Maximiser z = 0,4%: + 0,3% + 0,2%3 
traint L de - de L < 300 
sous contraintes œ T 
3 1 9 2 1273 = 


il 1 
97? + 1738 < 200 


et T1, L2, 23 > 0 


6. Un tailleur a à sa disposition 10 mètres de coton, 7,5 mètres de laine et 
5 mètres de soie. Il a besoin pour un complet d’un mètre de coton, d’un 
mètre de laine et de 0,25 mètre de soie. Pour une robe, il emploie un 
mètre de coton, 0,5 mètre de laine et un mètre de soie. Si un complet 
coûte 160 CHF et une robe 100 CHF, combien doit-il confectionner de 
complets et de robes pour maximiser son revenu ? 


7. Une diététicienne doit préparer un repas composé de deux aliments A 
et B qui contienne au moins 300 g de protéines et 400 g d’hydrates 
de carbone. Chaque unité de l’aliment A contient 10 g de protéines 
et 16 g d’hydrates de carbone et coûte 80 centimes. Chaque unité de 
l'aliment B contient 12,5 g de protéines et 10 g d’hydrates de carbone 
et coûte 1,20 CHF. Déterminer le mélange qui coûte le moins cher et 
qui apporte la quantité requise de protéines et d’hydrates de carbone. 
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8. Un fermier possède 50 hectares de terre. Il désire planter des pommes 
de terre dans une partie, du froment dans une autre et laisser, peut- 
être, la troisième partie en jachère. Le prix de la culture est de 5 CHF 
par hectare pour la pomme de terre et de 10 CHF par hectare pour 
le froment. Le fermier travaille 1/2 jour par hectare pour la pomme 
de terre et 2 jours par hectare pour le froment. Il dispose d’un capital 
de 550 CHF et peut travailler 80 jours. Le bénéfice est de 20 CHF 
par hectare pour la pomme de terre et de 60 CHF par hectare pour 
le froment. Comment doit-il organiser ses plantations pour réaliser un 
bénéfice maximal ? 


Chapitre 5 


La méthode du simplexe 


5.1 Introduction 


Ce chapitre est consacré à l’étude de la méthode du simplexe. Cette méthode 
est l’outil principal de résolution des problèmes de programmation linéaire. 
Elle consiste à suivre un certain nombre d’étapes avant d'obtenir la solution 
d’un problème donné. Il s’agit d’une méthode algébrique itérative qui permet 
de trouver la solution exacte d’un problème de programmation linéaire en un 
nombre fini d'étapes. 


5.2 Formulation du problème 


Un problème général de programmation linéaire peut se formuler de la manière 
suivante : trouver les valeurs de n variables x;, j = 1,2,...,n satisfaisant m 
inéquations ou équations linéaires (les contraintes) de la forme : 


Qj1T1 + Qj2TX9 +... + Ainln b;, i=1,2,...,m 


IV IT IA 


chaque contrainte pouvant avoir un signe d’inégalité différent. De plus, les 
variables doivent être non-négatives, c’est-à-dire x; > 0, j = 1,2,...,n (con- 
traintes de non-négativité) et doivent maximiser ou minimiser une forme 
linéaire (fonction objectif) telle que : 


Z = C1 + CT9 +... + Cnln 


111 


112 La méthode du simplexe 


En résumé, un programme linéaire (PL) est un modèle mathématique 
qu’on peut écrire sous la forme : 


maximiser ou minimiser la fonction objectif : 


n 
Z = ) CT; 
i=1 


sous les contraintes : 


n _ 
) QijT j LL b;, 4 — 1, ,Mm 
j=1 > 
et 
2207 brin 
Où 4j, b; et c; sont des réels connus et x;, j — 1,...,n sont des variables 
réelles. 


La forme matricielle permet de représenter un problème de programma- 
tion linéaire sous une forme plus concise. 


Fonction objectif à optimiser  2=cæx (5.1) 
< 

sous contraintes Aæx4 = »b (5.2) 
2 

et æ>0 (5.3) 


où c est un vecteur-ligne de dimension (1 X n), æ un vecteur-colonne de 
dimension (n x 1), À une matrice de dimension (m x n), b un vecteur-colonne 
de dimension (m x 1) et 0 le vecteur nul à n composantes. 

Un problème de programmation linéaire peut se présenter sous différentes 
formes. En voici la terminologie. 


e Forme canonique 


Si la fonction objectif doit être maximisée et si toutes les contraintes 5.2 
sont des inéquations du type <, on dit que le programme linéaire se présente 
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sous une forme canonique. Matriciellement, un problème de programmation 
linéaire se présente sous sa forme canonique de la manière suivante : 


Maximiser z — cx 
sous contraintes Az <b 
et æ > 0 


où les dimensions sont les mêmes que pour (5.1)-(5.3). À noter que toute 
contrainte peut être transformée sous forme canonique. Deux cas peuvent 
alors se présenter. 


Premier cas Si la k°ME contrainte est de la forme : 
Q1T1 +... + Gpnln > dk (A <k LM) 
en la multipliant par (—1) on obtient : 


—Qk1L1 — ... — Aknln < —bz 


Second cas Si la 4èME contrainte est de la forme : 
Qk1T1 +... + Gntn = dx (1 <k<m) 
on peut transformer cette équation en deux inéquations : 
Qk1T1 +... + Gxnln < Ùk 


et 
ak1T1 +... + QnEn > Uk 


Il suffit alors de multiplier la deuxième inéquation par —1 pour obtenir : 
QT +... + Gxnln < Dr 


et 
—Qk1L1 — ... — Aknln < —bz 
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Exemple 5.1 Transformons les contraintes : 


T1 — 2T9 + T3 < 9 
3T1 + 2To — Z3 > 2 
T1 + Lo + La = 7 


sous forme canonique. 


La première contrainte est déjà sous forme canonique. La deuxième doit 
être multipliée par —1 : 


—37: nn 2%9 + T3 < —2 
Finalement, pour la troisième contrainte, on pose : 
T1 + Lo + Ta 7 


et 


Tit+tI+ts 27 


La contrainte z1 + %2 + x3 > 7 doit être multipliée par —1. Sous forme 
canonique, les trois contraintes transformées s’écrivent : 


T1 — 2%) + T3 
—321 — 2%2 + T3 
T1 + Lo + T3 
T1 — L2 — 3 


IA IA IA IA 
NI 


e Forme standard 


Un problème de programmation linéaire se présente sous sa forme standard si 
toutes les contraintes sont des équations. La fonction objectif doit également 
être maximisée. Sous forme matricielle, la forme standard s'écrit : 


Maximiser z — cx 
sous contraintes Aœ = b 
etæ >0 (5.4) 
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e Transformation minimisation-maximisation 


Tout problème de minimisation peut être transformé en un problème équiva- 
lent de maximisation. En effet, le problème : 


Minimiser z = cx 


est équivalent à : 
Maximiser (—2) = —-cæx 


La raison pour laquelle ces deux formulations sont équivalentes est simple 
: la solution qui permet d’obtenir la plus petite valeur de 2 fournit également 
la plus grande valeur de (—z). La seule différence réside dans le signe de la 
valeur de la fonction objectif. La valeur minimale de z s’obtient en prenant 
l'opposé de la valeur maximale de (—z). 

Soit la fonction objectif à minimiser : 


Minimiser 2 = 3x1 — 2%9 + 5t3 
La formulation équivalente en terme de maximisation est : 


Maximiser (—2) = —3x1 + 272 — 5x3 


e Variables d’écart 


La procédure que nous allons développer pour trouver la solution d’un problè- 

me de programmation linéaire s’appelle la méthode du simplexe. Cette méth- 

ode exige que le programme linéaire soit sous forme standard (5.4). Pour 

cette raison, il faut transformer les inégalités rencontrées en égalités. Cette 

transformation se fait simplement en introduisant des variables non-négatives 

(qui vérifient les contraintes de non-négativité) appelées variables d’écart. 
Si les contraintes sont du type : 


Q1T1 + Gi2To +... + Gin£n < 0 
nous introduisons une nouvelle variable z,:; > 0 et écrivons : 


Caibri bote ons tn de = 0 
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De même, nous pouvons être contraints de transformer les contraintes de 
la forme : 
Gti + dote À... duty > 0; 


en une égalité en soustrayant cette fois une variable d’écart 
Znri > 0. Nous écrivons alors : 


PR 4 2 Cm le 


Remarquons qu'avec l’introduction des variables d'écart, tout problème 
sous forme canonique possède une forme standard équivalente. Notons en- 
core que la méthode du simplexe requiert des b; > 0. Par conséquent, les 
contraintes qui ont un b; négatif doivent être transformées en contraintes 
aux b; positifs. Cette transformation se fait simplement en multipliant la 
contrainte par (—1). 


Exemple 5.2 Supposons que les contraintes d’un programme linéaire sont 
les suivantes : 


341 + 2%) < 5 
Li + 8TI > 3 
T1 — Lo — —4 


Exemple 5.3 Pour les transformer en égalités, il faut introduire une vari- 
able d’écart dans la première et la deuxième contrainte. La troisième est 
déjà sous forme d'égalité mais doit être multipliée par (—1) pour avoir un b; 
positif. 


Ces trois contraintes peuvent donc être reformulées ainsi : 


3T1 + 2%) + T3 — 5 
T1 + 8T) — LA — 3 
— ZT] + T2 — 4 
Nous avons changé les inégalités dans les contraintes en égalités en intro- 


duisant des variables d’écart, sans mentionner les effets de cette transforma- 
tion sur la fonction objectif : 


n 
Z = ; CiÿT 
j=1 
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Le réel c; est souvent appelé le “prix” associé à la variable x;. En assi- 
gnant un prix nul à chaque variable d'écart, la transformation des contraintes 
en un système d'équations linéaires ne change pas la fonction objectif qui est 


2e = Gidr Fédoe Pia cata FO 06 Es F0: 
j=1 


où l’indice r indique le nombre de variables d’écart qu’il à fallu rajouter. 
Ainsi, optimiser une fonction objectif soumise à des contraintes d’inégalité 
revient à optimiser cette même fonction avec des contraintes d'égalité qui 
comprennent des variables d'écart. 


e Variables sans restriction de signe 


Dans certains problèmes, il arrive qu’on doive traiter une ou plusieurs va- 
riables de signe quelconque. Or la méthode du simplexe ne résout que des 
problèmes à variables non-négatives. Une variable sans restriction de signe 
peut alors être décomposée en deux variables non-négatives xŸ et x en 
posant : 


où x = maximum (0,x) et x — maximum (0, —-x). 
Soit le programme linéaire suivant : 


Maximiser z2 — C2 + Co%o +... + Col 
sous contraintes @u1T1 + Q2X0 +... + Qinn < bi 


QGm1T1 + Am2X2 ss Amnln ss bn 
et x; Sans restriction, Fo ee 


Nous transformons chaque variable x;, j = 1,2,...,n en deux variables 
non-négatives tÿ et x;. La fonction objectif et les contraintes, qui avaient n 
variables sans signe, ont désormais 2n variables non-négatives. Le programme 
linéaire se présente alors comme suit : 
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Maximiser 2 — C(x] —21)+...+cn(xi — 7) 
sous contraintes au(ri —ti)+... + ain(ri — 23) <b 


Gift — 21) +. + Amn(ti — T7) < Om 
et Done Jele;,n 


En résumé, nous avons vu que la fonction objectif d’un programme linéaire 
peut être présentée sous forme de maximisation, que les contraintes peuvent 
toujours s’écrire sous forme d'égalité (avec des b; positifs) et que les variables 
sans restriction de signe peuvent être décomposées en variables non-négatives. 
En d’autres termes un programme linéaire peut toujours être présenté sous 
sa forme standard (5.4). 


Exemple 5.4 Soit le problème de programmation linéaire : 


Minimiser z — x — 2% 
sous contraintes —% + 4% > 5 
2x1 + 8x2 = 4 


x1 > 0,x2 sans restriction de signe 


à mettre sous forme standard. 
Transformons le problème de minimisation en un problème de 
maximisation : 
Maximiser (—2) = —x1 + 2x2 


L'introduction d’une variable d'écart dans la première contrainte permet 
de la transformer en égalité : 


—%1 + dt — 3 = 5, avec z3 > 0 


La deuxième contrainte est déjà sous forme d'égalité. 
Finalement, il reste à décomposer la variable x2, qui est sans restriction 
de signe, en deux variables non-négatives x et x : 


T2 — PA — Lo 
Le programme linéaire sous sa forme standard s’écrit donc : 


Maximiser (—z) — —x1+2x; — 2x; 
sous contraintes —L1 + AT: — ÀT3 — T3 = 5 
+ = — 
271 + 37%) — 372 — 4 
et D AE PE 2 al À 
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5.3 Caractérisation des solutions du problème 


Dans le paragraphe précédent, nous avons montré comment un problème de 
programmation linéaire pouvait toujours se présenter sous forme standard : 


Sr 


Maximiser 2 — cx (5.5 


Sr 


sous contraintes Az =b 5.6 
et æ>0 (5.7) 


Dans cette formulation, le vecteur æ contient toutes les variables, y com- 
pris les variables d’écart ; il s’agit d’un vecteur colonne d’ordre (n x 1). Le 
vecteur c est un vecteur ligne d'ordre (1 x n). Quant à la matrice À, d'ordre 
(m x n), il s’agit de la matrice des coefficients des contraintes transformées. 
Enfin, le vecteur b d'ordre (m X 1) est le vecteur du second membre. 

On appelle solution d’un problème de programmation linéaire tout vec- 
teur æ qui satisfait les contraintes (5.6). Une solution est appelée solution 
réalisable si elle vérifie les contraintes de non-négativité (5.7). Dans le cas 
contraire, on dit que la solution n’est pas réalisable. 

Une solution réalisable est une solution optimale s’il n’existe pas d’au- 
tres solutions réalisables qui fournissent une plus grande valeur de la fonction 
objectif. À noter que dans un problème possédant des solutions réalisables. 
il se peut que la valeur optimale de la fonction objectif soit infinie. Dans ce 
cas, on parle de solution optimale infinie. 

L'ensemble des contraintes (5.6) s’écrit donc comme un système de m 
équations à n inconnues : Az — b. 

Pour développer la méthode du simplexe, nous avancerons les hypothèses 
suivantes : 


1. r(A) = r(A | b), c’est-à-dire que le système d’équations est compatible, 
2. r(A) = m, où m est le nombre de contraintes. 


La seconde hypothèse permet de former, à partir de À, une (m x m) sous- 
matrice B non-singulière. Cette matrice B peut être formée par n’importe 
quel ensemble de m colonnes linéairement indépendantes de A. Les colonnes 
de B seront notées b:, b2, ..., b, (à ne pas confondre avec le second membre 
b). La matrice B est appelée matrice de base puisqu'elle est formée de m 
vecteurs linéairement indépendants. 
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Sans restreindre la généralité, on peut supposer que les colonnes de À ont 
été ordonnées de manière à pouvoir écrire À sous la forme À = (B,N), avec 
B de dimension (m x m) la matrice de base et N de dimension (m x (n—m)) 
contenant les colonnes de À qui n’appartiennent pas à B. Le vecteur x peut 
TB 
TN 
æz sont appelés variables de base et les variables æ les variables hors 
base. 


être partitionné de façon analogue en posant æ — . Les variables 


Finalement le vecteur c peut lui aussi être partitionné de la même manière 
en c = (Cp, CN). 

Le programme linéaire (5.5)-(5.7) peut donc être reformulé de la manière 
suivante : 


Maximiser Z2 — CpTp +CN£n (5.8) 
sous contraintes Bxzp+Naxn=b (5.9) 
et TB, €N > 0 (5.10) 


La contrainte (5.9) peut s’écrire de manière équivalente : 
Brxg=b-Nzn 
et puisque B est non-singulière (inversible) : 
zg = B''b-B 'Nxx (5.11) 
Lorsque toutes les variables hors base sont nulles, æn = 0, (5.11) devient 


LB — B D 
On appelle solution de base la solution : 


TB _ B ‘b 
TN : 0 
Lorsque æp = B 'b>0et xn— 0, on parle de solution réalisable de 
base. 


Exemple 5.5 Soit le problème de programmation linéaire suivant : 
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Maximiser z — 3% + 5% + %3 
sous contraintes T1 + 2%2 — 3 < 16 
341 — 4x2 < 20 
et T1, T2, T3 > OÙ 


Ce problème peut se mettre sous forme standard en introduisant les 
variables d'écart 4 et %5 : 


Maximiser z — 3x1 + 5% + 3 + Oxa + Os 
sous contraintes T1 + 2%2 — T3 + La = 16 
3X1 — 4% + X5 = 20 
et T1, To, T3, Ta, Œ5 > Ù 


Sous forme matricielle, on obtient donc : 


et 
ce(s. 100) 


Formons à partir de À une matrice de base B en prenant par 
exemple les colonnes 2 et 4, dans cet ordre : 


ne 


Il s’agit bien d’une base puisque B est non-singulière (| B |= 4 # 0). 
À noter que dans notre cas, on à : 


bi —a2 (2*colonne de À) 
b> — as (4colonne de À). 
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À cette matrice de base correspond une solution de base donnée par : 
TB — B “lb 


Dans notre cas : 


_ O0 —1/4 
Le 
— ( 1 1/2 ) 

PURE O0 —1/4 167-050 

RS | 20 / | 26 
Les autres variables étant nulles, æ1 = 243 = 5 = 0. 
Cette solution de base n’est pas réalisable pour la simple raison que 

Zp1 = 2 = —5 viole la contrainte de non-négativité. 


Dans cet exemple, il est très facile de trouver une base qui fournisse une 
solution réalisable de base. En effet les colonnes a4 et a; forment une base 


qui est l’identité : 
1 0 
(10) 
Ici, b: — A et b: — @5. 


La solution de base est le vecteur b puisque : 


s=1-t-(%) 


Comme b doit être non-négatif lorsque le problème est présenté sous sa 
forme standard, la solution est une solution réalisable de base. 
Z a pour valeur : 20:16 +0 -20 =0 


5.4 Recherche d’une solution optimale 


Résultat 5.1 Tout point extrême est une solution réalisable de base. 


Démonstration 

Soit æ*—( x, ... 2% ) un point extrême de l’ensemble des solutions réal- 
isables. Pour démontrer que æ* est une solution de base, nous allons vérifier 
que les vecteurs associés aux composantes positives de æ* sont linéairement 
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indépendants. Supposons que 4 composantes de +* sont non-nulles ; numéro- 
tons les variables de telle façon que les k premières composantes soient non- 
nulles. Alors : 


Ÿ ia; = b, Lei lis 


Si les colonnes correspondant aux composantes non-nulles de æ* sont 
linéairement dépendantes, alors il existe des À; dont certains sont nuls tels 


que : 
k 
D. À@; = 0 
i=1 


Considérons maintenant : 


P= min 


AU lire 
x | 

Notons que 7 est un nombre positif. Si nous choisissons un €, 
0 <E < n, alors : 


tel >0et x -EeXx > 0, i—=1,...,k 


? 


Définissons un vecteur colonne de n composantes À 4 0 qui a les À; dans 
les k premières positions et zéro pour les (n — k) dernières composantes : 
AA otre 000 

Écrivons : 

TZ) = 2" +EX, Lo = x —E) 


Aïnsi, æ1 > 0 et æ2 > 0. De plus, comme vu À;@ = 0, on a : 
A =0 
De sorte que : 
AZ: — b; AT) = b 
Il s’ensuit que æ1, æ2 sont des solutions réalisables différentes de æ* et : 
a = =X + =x 
HE 


Ce résultat contredit le fait que æ* est un point extrême de l’ensemble con- 
vexe et montre ainsi que les k (k < m) colonnes de À sont linéairement 
indépendantes. Ceci prouve que æ* est une solution réalisable de base. 
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Ainsi pour trouver la solution optimale, il suffit d'examiner les points 
extrêmes ou de manière équivalente les solutions réalisables de base. 

À la solution réalisable de base initiale correspond une valeur de la 
fonction objectif z. Le but est d'améliorer la valeur de la fonction objec- 
tif en l’évaluant en un point extrême adjacent. Pour cela, étant donné une 
base B, on trouve un point extrême adjacent (nouvelle solution réalisable de 
base) en échangeant l’une des colonnes de la base (b;) contre une colonne a; 
qui n’est pas dans la base. Cependant, en faisant cet échange, il faut s’as- 
surer que la solution de base reste réalisable et que la valeur de la fonction 
objectif augmente (ou du moins ne diminue pas). 

Il y a donc deux règles à suivre pour cet échange. La première consiste à 
déterminer quelle colonne a; de A (à laquelle correspond une variable x;) doit 
entrer dans la base pour améliorer la fonction objectif. La seconde consiste 
à sélectionner l’une des colonnes b; qui doit quitter la base de manière à ce 
que la nouvelle solution de base reste réalisable. 

Nous développons ici les critères d’entrée et de sortie de la base pour 
obtenir une nouvelle solution réalisable de base qui améliore la valeur de 
la fonction objectif. Il restera ensuite à déterminer si la nouvelle solution 
réalisable de base est optimale ou non. 

Pour développer ces deux critères, nous reformulons le programme linéaire 
(5.8)-(5.10) sous la forme suivante : 


Maximiser 2 = Cpæp + D» CT; (5.12) 
jeJ 

sous contraintes Bt + Ÿ x;a, =D (5.13) 
jeJ 

et tp Ù, 220, FEU (5.14) 


où J est l’ensemble des indices des variables hors base. 

Comme B est une base formée de m colonnes linéairement indépendantes, 
toute colonne a; de la matrice À peut s’écrire comme une combinaison 
linéaire des colonnes de la matrice B. On peut donc écrire : 


&j — Y15b1 + Y2502 +... + Ymj Om — Ÿ_yib = By, 
i=1 


On peut également écrire (puisque B est inversible) : 
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y;=B 'a;, rt (5.15) 
avec 
Vi 
V2; 
U; — : 
Um 


Définissons encore une nouvelle variable z; par : 


2j = YijCB1 + Y25CB2 + +. + YmÿCBm — CBY; (5.16) 


En utilisant (5.15), les contraintes (5.13) s’écrivent : 


Bzxz +S x;a; = b 


jEJ 
TB — B * £ = DE) 
jeJ 
TB — B ‘b = Ÿ_ x;B ‘a; 
jEJ 
zs=B 'b-S x;y, (5.17) 
jEeJ 


Introduisons (5.17) dans la fonction objectif (5.12) : 


Z = CB (ru = 7) + Ÿ_ cz; 


jEJ jEJ 


Finalement, en utilisant (5.16), la fonction objectif s'écrit : 


2 — c2B ‘b = Ÿ xjcry, + Ÿ cz; 


jeJ jeJ 
2 — czB ‘b Eu > Ge + Ÿ Ga, 
jeJ jeJ 
D'où z = cgB 'b- DE — C;)T; (5.18) 


jEJ 
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Lorsqu'on obtient une solution réalisable de base, les valeurs des variables 
+; sont nulles pour tout indice j € J. Dans ce cas, la valeur de la fonction 
objectif est z = cpB ‘b. 

Le but est d'améliorer au maximum cette valeur de z. Dans l’équation 
(5.18), les variables x; sont non-négatives et la sommation est précédée du 
signe négatif. C’est donc la variable x;, au plus petit (z; — c;) < 0, qui 
améliorera le plus la valeur de la fonction objectif. Le critère d’entrée dans 
la base est donc le suivant. 


e Critère d’entrée dans la base 


Le vecteur a4 qui doit entrer dans la base correspond à la variable hors 
base x, pour laquelle (2; — c;) a la plus petite valeur négative : 


or in (a c;) déc (ee 0 
jeJ 


Il reste encore à déterminer quel vecteur de base doit quitter la base. 
Pour cela, reprenons la solution de base (5.17) : 


D =lE À 
zæpg = Bb ) TjU; 
je 
Toutes les variables hors base sont nulles sauf x} qui devient une variable 
de base. Comme x4 est une nouvelle variable de base, elle sera notée 4. 
Ainsi la nouvelle solution de base, notée ZZ s'écrit : 
RS _1 À 
?p = Bb — £;y, 


La iM€ composante de cette solution de base est : 


Êpi = Li — TkYik (5.19) 
Pour que cette solution de base soit réalisable, il faut que les variables de 
base soient non-négatives, c’est-à-dire : 


Der dp aus 0 = Ll.:::,m (5.20) 
Les contraintes de non-négativité (5.20) sont évidemment satisfaites pour 
les variables qui ont un y; négatif ou nul. En revanche, en ce qui concerne 
les variables qui ont y; positif, il faut que : 
T Bi 
Vik 


LES 
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pour ne pas violer les contraintes de non-négativité. Cette dernière inégalité 
devant être valable pour tout à tel que y > 0, & doit être égale au plus 
petit rapport æg;/yi. Supposons que ce plus petit rapport soit associé à la 
rèME variable de base tpr. 
Alors en posant : 
4 TBr 


Urk 


toutes les contraintes de non-négativité dans (5.20) sont satisfaites et par 
(5.19) : 


TBr 


Br — TBr — Urk — 0 


rk 


ce qui permet de sortir xs, de la base. Nous avons ainsi obtenu le critère 
pour sortir une colonne b, de la base. 


e Critère de sortie de la base 


Soit le vecteur a; qui doit entrer dans la base. Le vecteur b, associé à la 
variable zx3, qui doit sortir de la base est celui qui satisfait : 


TB : T Bi 
= = min (2 Yik > o) 
Urk Vik 


Voyons à présent comment fonctionnent les critères d’entrée et de sortie 
de la base en prenant un exemple. 


Exemple 5.6 Soit le programme linéaire : 


Maximiser z — 4x1 + 3% 
sous contraintes 2%, + x2o < 10 
T1 + To < 8 
et T1,%9 > O0 


Après introduction des variables d'écart x3 et x4 dans les contraintes, le 
problème s'écrit sous forme standard : 
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Maximiser z2 — 4%: + 3x%9 + 0x3 + 0x4 
sous contraintes 2% + Zo + x3 = 10 
T1 + Lo + Ta = 8 
et Lis Go L3,Ta > 0 


Sous forme matricielle, on à : 


M2 2 0 _ | _ {10 : 
a=(Tigi)e . o=(%)e-(4300) 


Les colonnes a3 et a4 de la matrice À forment une matrice identité. On 
peut donc les prendre comme base : 


s-(12) 


À cette base, correspond la solution réalisable de base : 


: TB1 . T3 - RE 10 
a 
ainsi que le vecteur : 
CB — ( 0 0 ) 
Les variables hors base x. et x2 sont nulles. La valeur de la fonction 
objectif vaut : 


N 


À ce stade, les colonnes a3 et a4 sont dans la base. Pour savoir quelle 
colonne doit entrer dans la base (a: ou a), il faut calculer (2; — c;) pour les 
variables hors base : 


21 — C1 — CBY; — Ci 


22 — C2 — CBY2 — C2 
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Pour faire ce calcul, il faut d’abord évaluer y, — B''a; et 
Yo = B ‘a Puisque B = I, B ! = I et donc y, — ai et Y — @. 
Ainsi : 


Z1 — Ci 


(0 n)( 7 )-4=-4 
Z2—C = (0 n)(i)-3=-3 


Les deux valeurs étant négatives, le critère d’entrée nous indique que la 
variable à entrer dans la base (et donc la colonne correspondante) est æ1 
puisque min(—4, —3) — —4. Par conséquent, la colonne a; doit entrer dans 
la base. 

Reste à appliquer le critère de sortie pour savoir quelle colonne doit sortir 
de la base : 


Br min ( mx > 0) 

Urk è Vik 
= an(s m0) 

4 Vi 

. 10 8 

= min| —,- 

2 1 

— min(5,8) 


C’est donc zp1 = æ3 qui sort de la base. 

En définitive, la colonne a; remplace la colonne a3 pour former une nou- 
velle base. 

Calculons la nouvelle valeur de la variable x, qui entre dans la base : 


. De: Bt. A0 
Yri yi1 2 


Les nouvelles valeurs des variables de base d’origine se calculent à partir 
de (5.19) : 
Êpi = Ê3 = 2p1 — ÊiYn = 10 — 5(2) = 0 
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Ce résultat correspond à la théorie développée jusqu'ici puisque x3 sort 
de la base et que les variables hors base sont nulles. 


Êpa = La = Lp2 — LiYa — 8 — 5(1) = 3 


L’équation (5.18) nous permet de calculer la nouvelle valeur de z 


(0 o)(, 1)(% )-G-ené (ci 


On peut également obtenir ce résultat en substituant dans la fonction 
objectif les nouvelles variables : 


2 = 4$i + 3% = 4(5) + 3(0) = 20 


\ 


La valeur de la fonction objectif s’est améliorée en passant de 0 à 20. A 
ce stade, nous disposons de la solution réalisable de base suivante : 


Ti = 0, ta =0, z3 =0 et x =3 


La matrice de base B est formée par les colonnes a; et @4 : 


2 0 
B-(i:) 
En outre : 


mn (5m )=(4)=(5) à œ=(a 0) 


Voyons si la valeur de la fonction objectif peut être améliorée en calculant 
à nouveau (2; — c;) pour les variables hors base. 
Pour cela, calculons tout d’abord : 
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“-mu( 131)()-(1) 
“me (r 


Ainsi : 


22 — Co — CBY2 — = (4 n)( Ua )-8= 1 
1/2 
Z3 — C3 — CBY3 —C3= (4 n)( 2 )-0=2 


Le critère d’entrée est ici très simple à appliquer puisqu'il n’existe qu’une 
valeur de (2; — c;) négative. C’est donc la colonne a2 correspondant à la 
variable x, qui entre dans la base. 

Appliquons à présent le critère de sortie : 


TB : T Bi 
7 = min (22. me > 0) 
Urk Vi2 


— min(10,6) 
= 6 


C’est donc la colonne a4 associée à la variable x, qui sort de la base. 
La nouvelle valeur de la variable x2 qui entre dans la base est : 


: TBr  TB2 3 6 
Yr2 yex2 1/2 


Les nouvelles valeurs des variables 71 = %1 et T2 = X4 sont : 


ÈB1 — Ÿ1 = T1 — Éoy12 = 5 — 6 (1/2) = 2 
Êp2 — £a = Tpo — Ê2Yo2 = 3 — 6 (1/2) — 0 


La nouvelle valeur de la fonction objectif est : 
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D — Bb; = 6) 


fa ne 1) 8 )- Ce - (er - ci 


— 26 
Avec cette nouvelle solution réalisable de base 1 — 2, z2 = 6, 
z3 —= 0 et x4 — 0, la valeur de la fonction objectif s’est encore amé- 


liorée ! On peut tout naturellement se demander si cette valeur peut en- 
core être améliorée. 

Pour le savoir, calculons (2; — c;) pour les variables hors base, c’est-à-dire 
z3 et T4 ; la matrice de base B est formée des colonnes a; et @: : 


red a 
a 1) Fv 2 ») 


On a alors : 


Ainsi : 


1 
23 — CS. — CpY3 — C3 = (4 3)( 5 )-0=1 


—] 
Za — C4 — CBYa — a = (4 3)( > )-0=2 


On ne peut plus appliquer le critère d'entrée puisque tous les (2; — c;) 
sont non-négatifs. Dans ce cas, la valeur de z ne peut plus être améliorée ; 
la solution réalisable de base correspondant à cette situation est la solution 
optimale, comme l’indique le résultat 5.2. 
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Résultat 5.2 La solution réalisable de base associée à la base B est optimale 
SsÀ : 

(25 — €) 2 0 
pour chaque colonne a; de A qui n’est pas dans la base. 


Démonstration 
Soit un problème de programmation linéaire : 


Maximiser z — cx 
sous contraintes Az =b 
et z>0 


pour lequel nous avons une solution réalisable de base æ8 = B7'b telle que 
(2; — c;) > 0 pour toutes les colonnes a; de À qui ne sont pas dans la base. 
La valeur de la fonction objectif pour cette solution est 21 = c2æ8g. Il faut 
montrer que z est la valeur maximum de la fonction objectif z = cæ. 

Soit une solution réalisable quelconque pour Ax = b : 


Li + Lo +... + TnAn = Ÿ_ x;a; = b (5.21) 
j=1 


La valeur correspondante de la fonction objectif, notée 2*, est : 


2° = QT + Co +... + Chln = ÿ CT (5.22) 
j=1 


Pour montrer que 2 est la valeur maximum de la fonction objectif, il faut 
montrer que 29 > 2*. 

Pour cela, montrons tout d’abord que (2; — c;) = 0 pour les colonnes de 
À qui se trouvent dans la base. Rappelons que nous avons défini (5.15) et 
(5.16) respectivement par y; — B''a;et 2; = CBY;. 

Ainsi, pour les vecteurs a; qui se trouvent dans la base : 


U; — Ba; — B ‘b; — €; 


où b; est la 4° colonne de B et e,; le vecteur unitaire d'indice . En utilisant 
(5.16) et le fait que B; = j, on obtient : 


2j — Cj = ChY; — Cj = CHE — Cj = Chi — Cj = Cj — Cj = Ù 
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Puisque, par hypothèse, (2; —c;) > 0 pour les colonnes de À hors base et 
(2; — c;) = 0 pour les clones de À située dans la base, on a (2; — c;) > 0, 
c’est-à-dire z; > c; pour toutes les colonnes de A. Par conséquent : 


2 2000 er ronde CI CE ENT Ce 


En utilisant (5.22), on en déduit que : 


Ÿ za; À (5.23) 
ÿ=1 


Calculons +8 en utilisant (5.15) et (5.21) : 


En utilisant à présent (5.16), calculons 2 : 


n 


Z0 = CBTB = CB dry, = D reu = > (5.24) 


j=1 j=1 
Si l’on compare (5.23) à (5.24), on ro : 


ce qui termine la démonstration. 


Remarque 5.1 I! se peut que la solution optimale d’un problème de pro- 
grammation linéaire possédant une solution réalisable de base soit infinie. 


C’est le cas lorsqu'il existe une variable hors base x, pour laquelle 
(zs — cs) < 0 et ys < 0, à = 1,...,m. En effet, dans ce cas, la solution 
réalisable de base (5.17) : 


Do. > ty, 
jEJ 


pour laquelle x; — 0, Vj € J peut être transformée en une solution réalisable : 
B 'b-x,y,, puisque y < 0,i—1,...,m. Ainsi, en attribuant à la variable 
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hors base x, une valeur arbitrairement grande (x; — +), cette solution 
reste réalisable. 
La valeur de la fonction objectif (5.18) : 


Z — c2B ‘b en DE = ne 
jEJ 


devient dans ce cas : 
z=c8B 'b- (2 -0c,)x. 


Par conséquent, la valeur de z tend vers +oo lorsque 7, — +oo puisque 
(zs — Cs) < 0. 


Exemple 5.7 Illustrons le cas d’un problème possédant une solution opti- 
male infinie en considérant le problème de programmation linéaire suivant 


Maximiser z = 5x1 + 3% 
sous contraintes2x1 — za < 4 
3T] — 2%9 < 6 


et T1,%2 > OÙ 


Ce problème possède une solution optimale infinie puisqu’en posant +1 = 
0 et en faisant tendre x2 vers +oo toutes les contraintes sont satisfaites et la 
valeur de la fonction objectif tend vers +oo. 

Voyons à présent les résultats obtenus en partant d’une solution réalisable 
de base. Pour cela, transformons le problème sous forme standard : 


Maximiser z2 — 5x1 + 3x2 + 0x3 + 0x4 
sous contraintes 2% — Ta +23 = 4 
3L1 — 2T9 + Ta = 6 
et T1, To, T3, Ta 2 Ù 


La base la plus simple, c’est-à-dire B = I, est formée par les vecteurs a3 


| 2 —1 1 0 
ct a de la matrice À = ( 0 1) 
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Ainsi : 
1 0 

B (i1)-Ca et 

— se, NÉ D10 4A\ [A4 
Fe o-(; ee (6 
TBp1 — Z3 4 
LTB2 — La = 6 
etz = Cr&p=(0 o)(6)=0 


Voyons si la situation peut être améliorée en calculant: 


- 1 0 2 2 
ha (19) (0) 
= 1 0 = —1 
ee (on Ca (ee 
2 
A—Q = CpY-A=(0 n)( 5 )-5=-5 
—1 
Z2—C = CBY2—C=( 0 o)(Z —3= -3 
La plus petite valeur des (2; — c;) négatifs est 21 — © = —5. On peut 


donc améliorer la valeur de la fonction objectif, puisqu’au moïns un élément 
de y, est positif. Cependant, 22 — © = —3 est négatif et tous les éléments 
de y, le sont également. On peut donc en conclure que la solution optimale 


est infinie. h | 
2 Xx2 / À 


X1 
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Figure 5.1 : Région réalisable non bornée (solution optimale infinie) 


Ce résultat peut également s’expliquer de manière géométrique en traçant 
l’ensemble des solutions réalisables. La figure 5.1 montre que la région réal- 
isable n’est pas bornée et donc que la valeur de la fonction objectif peut être 
infinie. 

Nous sommes à présent en mesure de fournir un algorithme pour la méth- 
ode du simplexe lorsque l’on connaît une solution réalisable de base. Pour 
cela, on suppose que le problème initial a été transformé sous forme standard 
avec tous les b; positifs. Les étapes à suivre sont les suivantes. 


e Étapes de la méthode du simplexe 


Étape 5.1 Rechercher la solution optimale à partir d’une solution réalisable 
de base : æp = B° ‘b. 


Étape 5.2 Examiner les (2; — c;) pour toutes les colonnes a; qui ne sont 
pas dans la base. Si tous les (2; — c;) > 0, passer à l'étape 5.6, sinon passer 
à l’étape 5.3. 


Étape 5.3 S'il existe un (2; — c;) négatif pour lequel il n’y a pas d'éléments 
positifs dans y;, arrêter la recherche puisque la solution optimale est infinie. 
Sinon, choisir le vecteur (et donc la variable) associée à la valeur la plus 
négative des (2; — c;) pour entrer dans la base : 


2x — Cx = min (2; —c;) avec (2; —c;) < 0 
jeJ 


Étape 5.4 Déterminer le vecteur (et donc la variable) qui sort de la base à 


l’aide du critère : 
TB ; T Bi 
= = min (2 Yik > o) 
Urk Vik 


Étape 5.5 Établir la nouvelle base, calculer la nouvelle solution réalisable 
de base et la nouvelle valeur de la fonction objectif. 
Retourner à l’étape 5.2. 


Étape 5.6 La solution réalisable de base courante est la solution optimale. 
La solution optimale n’est pas unique s’il existe un (z; — c;) nul pour un 
vecteur a; qui ne se trouve pas dans la base. 
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5.5 Tableaux du simplexe et procédure de 
calcul 
Lorsque l’on calcule la méthode du simplexe à la main, il est préférable de 


travailler avec un tableau qui contient toutes les données nécessaires. A 
chaque itération correspond un nouveau tableau prenant la forme suivante : 


vecteurs TB 
de base 
b: TB1 — V10 
b: TB2 — V20 


bn TBm — YmO 


Tableau 5.1 : Tableau du simplexe 


La première colonne indique les prix € correspondant aux vecteurs de 
base. La deuxième colonne indique quels vecteurs se trouvent dans la base. 
Les vecteurs b;, i = 1,...,m représentent les m colonnes de la matrice de base 
B. Si la matrice de base est formée des colonnes a1, a3 et a4 par exemple, 
on écrira &1 à la place de b;, a3 à la place de Bb, et az à la place de b3. La 
troisième colonne du tableau fournit la solution réalisable de base æp sauf 
à la dernière ligne où l’on trouve la valeur de z pour la solution réalisable 
de base. Les colonnes suivantes indiquent les valeurs des y; pour tous les 
vecteurs de À. La première ligne donne les prix associés aux variables et la 
dernière ligne donne les (2; — c;). 

Voyons comment utiliser les informations données par le tableau pour 
effectuer les différentes étapes de la méthode du simplexe. 

En premier lieu, examinons les éléments de la dernière ligne (2; — c;) 
correspondant aux vecteurs hors base a;. Si tous les (2; —c;) > 0, la solution 
est optimale. S’il existe un (2; —c;) < 0 pour lequel il n’existe pas d'éléments 
positifs dans y; (la colonne au-dessus de (z; — c;)), la solution est infinie. Si 
tel n’est pas le cas, nous choisissons le plus petit (z; — c;). Appelons la 
colonne correspondante k. Aïnsi az entre dans la base. Le vecteur qui doit 
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sortir de la base est choisi par le critère : 


TB | T Bi 
= = min (2 de o) 
Urk Û Vik 


Cela signifie que le vecteur de la r°" ligne dans la colonne “vecteurs de 
base” est remplacé par ax. Les valeurs nécessaires au calcul de ce critère sont 
faciles à trouver, puisque les valeurs xp; se trouvent en regard des valeurs 
Vik- 

Il faut à présent tracer un nouveau tableau. À l’intersection de la colonne 
ax qui entre dans la base et du vecteur b, qui en sort, se trouve le terme 
Yrk qui est appelé le pivot de la transformation. La colonne a est appelée 
colonne-pivot et le vecteur b, ligne-pivot. Il est utile d’encercler dans 
le tableau le pivot ainsi que la colonne-pivot et la ligne-pivot. Établissons 
les formules de transformation en ajoutant le symbole “”” au-dessus des 
nouvelles valeurs afin de les distinguer des anciennes. Les nouvelles valeurs 
des variables de base se calculent facilement à partir des anciennes. 

En effet, nous avons vu que la nouvelle variable qui entre dans la base est 


pepe Er (5.25) 
Urk 
En substituant (5.25) dans (5.19), nous obtenons : 
Êpi = Ti — y ir (5.26) 
Urk 


Développons à présent les formules de transformation afin de calculer les 
termes ÿ;;. Toute colonne a; de À peut s'exprimer comme une combinaison 
linéaire des anciens vecteurs de base : 


a; — Yi5b1 +... + Ymj Om — Ÿ_yibi (5.27) 
i=1 


Or le vecteur ax; a remplacé le vecteur b, dans la base. De (5.27), en 
posant j = k, on déduit que : 


DEN Lee (5.28) 
i=1 Urk Urk 
ir 
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Substituons (5.28) dans (5.27) : 


dk + > (us CE LE : th (5.29) 
en 


où d; = b;, ir et b, = ay. Si l’on compare les deux égalités dans (5.29), 
on trouve : 


A Urj . 
Vij — Yi — ir, i£T (5.30) 
Urk 
A Urj 
ds = 5.31 
; Urk ( ) 


Calculons les nouvelles valeurs (2; — c;) en utilisant la définition : 


2; = Cj — CB; _ Cj —= d épis = Cj (5.32) 


avec êp = Cp, à ZT et Êpr = C. En utilisant les résultats (5.30) et (5.31), 
l'équation (5.32) devient : 


Vik Ur 
CBi | Vij — Vrj + CE — — CC; 5.33 
-ÿ B ( j ET :) Fi j ( ) 
ne 


À noter que la sommation peut se faire sans la restriction à £ r puisque 
le terme correspondant à cet indice est nul : 


C (e — y nm) - 0 
Br T T î—, 
! À Ur 


Ainsi, l'équation (5.33) peut s’écrire : 


m 
Uri 
SL RTE ChiVik — Ck 
Urk 
ou de manière équivalente : 


6, a) (5.34) 
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Enfin, déterminons 2, la nouvelle valeur de la fonction objectif : 


3 


2 — ÊBÈB — CpiT pi (5.35) 


Avec (5.25), (5.26) et le fait que êp; = Cpi, à ZT, êpr = Ck, on obtient : 


mm 
À TBr TBr 
2 = ) Cpi | TBi — Vik | + Ch 

i=1 Urk y 


rk 
i£r 


Dans la sommation, le terme pour à = r étant nul on peut omettre la 
restriction 4 £ r. On obtient alors : 


mm mm 
À TBr TBr 
2 = ) Cpil Bi — ) ChiYik + Ck 

j i=1 


Urk Urk 


Puisque 24 = D, Cpiyi et 2 = D, Cpitpi, On a finalement : 


TBr 
Pepe rt) (5.36) 
Urk 
Toutes les valeurs nécessaires à l'établissement du nouveau tableau sont 


à présent disponibles et sont résumées dans la table 5.1. 


RE nt (5.25) Table 5.1: 

Êpi = Li — LE 1ov PAT (5.26) Établissement du 
DRE nes DIT ter (5.30) nouveau tableau 
Uri = . (5.31) | lorsque la variable x4 
et Cr — Cx) | (6.34) | remplace 8, dans 
È=2-— . (zx — C) (5.36) la base 


Les formules de la table 5.1 peuvent a priori paraître compliquées, mais 
leur utilisation dans les tableaux du simplexe est grandement simplifiée par 
plusieurs raisons: tout d’abord, en posant Tpi — Yio, 2j — Cj — Ym+1,j Et 
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Z = Ym+1,0, les transformations indiquées dans la table 5.1 peuvent toutes 
s'effectuer à l’aide des deux formules : 


A Urj ; 
Des = Vis — Ya, DAT (5.30) 
Urk 
A Uri 
Vis 5.31 
É Urk ( ) 


OU Liane te P=Æ Dos 

Notons qu'il est plus facile de calculer une ligne entière avant de changer 
de ligne puisque yix/yrK est une constante pour une ligne à donnée. 

Voyons dans l’exemple suivant comment établir les tableaux du simplexe 
afin d’obtenir la solution optimale. 


Exemple 5.8 Reprenons l’exemple 4.1 qui a été traité graphiquement au 
chapitre 4. 


Maximiser z — 3x1 + 4% 
sous contraintes 2%, + x < 12 
Li + 2%9 < 12 

et T1,%9 > 0 


Tout d’abord, passons ce programme linéaire sous forme standard. 


Maximiser z — 3x1 + 4x2 + 0x3 + Ou 
sous contraintes 2%1 + Xo + Z3 = 12 
T1 + 2Xo + La = 12 
et T1,T2, T3, X4 2 0 


Appliquons les différentes étapes de la méthode du simplexe. 


Étape 1 Le tableau initial du simplexe est donné dans le tableau 5.2. 


Tableau 5.2 : Tableau initial du simplexe 
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La base B est formée par les vecteurs a3 et a4 et correspond à la ma- 
trice identité. La solution réalisable de base correspondante est donnée par 
12 
_ pb [b— 
de base sont nuls et ceux correspondant aux vecteurs hors base s’obtiennent 
en calculant : 


. Les termes (z;—c;) correspondant aux vecteurs 


A4 = Cru + Cpoÿau — 4 = 0(2) +0(1) —3 
22 — C2 —= Cp1ÿ12 + CB2Y22 — C2 = (1) + 0(2) — 4 = —-4 


Enfin, la fonction objectif a pour valeur : 
2 = Cp1Zp1 + Cp2ZB2 = 0(12) + 0(12) = 0 


Étape 2 Dans le tableau 5.2, nous voyons qu’il reste des (2; — c;) négatifs. 
Nous passons donc à l’étape 3. 


Étape 3 Les vecteurs y; situés au-dessus des (2; — c;) négatifs n’ont que des 
éléments positifs. Une amélioration de la fonction objectif est donc possible 
et nous cherchons le vecteur qui doit entrer dans la base. 

La plus petite valeur négative des (z; — c;) est —4 obtenue pour (22 — C2). 
Ainsi, 4 — 2 et le vecteur a: entre dans la base. La colonne correspondante 
est la colonne-pivot qui a été encadrée dans le tableau 5.2. Pour connaître le 
vecteur qui sort de la base, nous passons à l’étape 4. 


Étape 4 Examinons les rapports tp;/yi2 avec y2 > 0 : 


12 
DA Ne RE 
Y12 I 
et 
Tr2 _ 12 = 6; 
V22 2 


Le plus petit rapport est 6 et correspond à æp2/ys2. Ainsi, r — 2 et le 
vecteur a4 (correspondant à la variable xB2 = 14) sort de la base. La ligne 
correspondante est la ligne-pivot qui à été encadrée dans le tableau 5.2. Il 
reste à établir le nouveau tableau à l’étape 5. 


Étape 5 Puisque a> remplace a4 dans la base, on remplace 
CB2 = Ca = 0 par € = 4 dans la colonne c3. Tous les autres éléments du nou- 
veau tableau se calculent à partir des formules (5.30) et (5.31). Commençons 
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par calculer les éléments de la ligne-pivot à l’aide de (5.31) 
EE À 


, Y2o 12 
U20 LB = = = 0 
V22 2 
= ya 1 
1 = 
V22 2 
x y 
Ya2 — Æ =] 
V22 
à U23 
V22 
tr ya _ 1 
DANS 
Ya2 2 


Calculons à présent la première ligne à l’aide de (5.30) 


ÿi5 = Yij — Le À noter que LES 1/2 est une constante pour 
Urk Urk Y22 
cette ligne. 
x : 1 1 
Ui0o — XB1 — Y10 — 3 (y20) = 12 — 52) = 6 
1 1 3 
j] — _— — — 2 _— — 1 rt 
V11 U11 5 (ya) 1 ) 9 
1 1 
i) — — — =1—--(2)=0 
U12 U12 5 (422) | ) 
1 1 
1 — — — 1—-(0) =1 
U13 V13 5 (23) À ) 


1 1 1 
ji] — _— — — _— — 1 = —— 
U14 U14 5 (424) 0 > ) 9 


Il ne reste plus qu’à calculer les éléments de la dernière ligne : 
: Yrj . Y3k  Y32  —À4 
lie ed = = à 
Urk Urk  V22 2 
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ÿ30 2 = y30 — (—2)y20 = 0 + 2(12) = 24 
Qi = (A — 4) = ys1 + 2(yu) = —-3+2(1) — 
ÿ32 — (22 — C2) = y32 + 2(Y22) = ( 
(23 — C3) = ya3 + 2(yo3) = 0 + 2(0) = 0 
(24 — C4) = ya + 2(ya) ) =2 


U33  — 


U34a  — 


Le tableau 5.3 représente le nouveau tableau du simplexe. 

Avant de retourner à l’étape 2, mentionnons que certains calculs effectués 
lors de l’étape 5 ne sont pas nécessaires. En effet les (2; — c;) correspondant 
aux vecteurs dans la base sont forcément nuls. Le vecteur qui entre dans 
la base devient un vecteur unitaire avec pour composantes : 1 à la place 
de l’élément pivot et 0 ailleurs. Le vecteur qui reste dans la base n’est pas 
modifié. De plus, la ligne-pivot est très facilement calculée puisque chaque 
élément de cette ligne est divisé par l’élément pivot. Nous appliquerons ces 
remarques dans les calculs suivants. 


Tableau 5.3 : Tableau du simplexe obtenu après une itération 


Étape 2 Dans le tableau 5.3, il reste un (2; — c;) négatif. Par conséquent, 
nous passons à l’étape 3. 


Étape 3 Seul z1—c1 = —1 est négatif et tous les éléments de y, sont positifs. 
Par conséquent k — 1 et le vecteur a; entre dans la base ; passons à 
l’étape 4. 


Étape 4 Calculons les rapports tpi/yii, Ya > 0 : 
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LE PEN RENE 4 
Yu 3/2 
T2 _ 6 | 12 
ya 1/2 
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Le plus petit rapport correspond à xp1/y11 = 4, d’où r — 1. Le vecteur 
a sort donc de la base. Calculons le nouveau tableau à l’étape 5. 


Étape 5 Puisque a: entre dans la base pour se substituer à a, on remplace 
Cp1 = 0 par €; = 3. L'élément pivot étant y11 — 3/2, tous les éléments de la 
ligne-pivot sont divisés par 3/2. Le vecteur a; qui entre dans la base devient 


le vecteur unitaire avec pour composantes 


: 1 à la place de l’élément pivot 


et 0 ailleurs. Le vecteur a2 qui reste dans la base n’est pas modifié. De plus 
21 — € = 0 et 2 — © = 0, puisque a; et a2 se trouvent dans la base. Les 
autres éléments se calculent à l’aide de (5.30) comme suit : 


U20 


U23 


ÿoa 


U30 


U33 


U34 


h 1 1 
TB2 — Y20 — 3 (#0) = 6— 3(6) — À 
1 1 1 
— — =0—-(1) = —- 
V3 3 (413) +) 3 
2 1 1 1 _2 
U24 3 14 9 3 2] —3 


: 2 
2 = Y30 + 3 (0) — 24 + =(6) = 28 


: 2 
Ês — C3 = Yss + = (ins) — 0 


L 2 
Za — Ca = Y3a + 3 (#14) = 2 
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Te nn ne 
Z 


à : : DE 178 
LS 2/3 


SRE LUU TT 


Tableau 5.4 : Tableau du simplexe obtenu après deux itérations 


Retournons à l’étape 2. 


Étape 2 Tous les (2; —c;) correspondant aux vecteurs hors base sont stricte- 
ment positifs, nous passons donc à l’étape 6. 


Étape 6 Puisque (2; —c;) > 0, Vj € J, la solution optimale est donnée par : 


TB1 — T1 = 4 


TB2 — To = 4 


Les variables hors base sont nulles : æ3 = 4 = 0. 
La valeur de la fonction objectif est z — 28. 


Observons les solutions x, et x2 obtenues à chaque itération. Dans le 
tableau initial, x, — 0 et z2 — 0. Après la première itération, æ1 = 0 et 
2 — 6. Finalement, à la seconde et dernière itération, æ1 = 4 et x2 = 4. 
L'interprétation graphique de ces résultats est immédiate. En effet, dans 
notre exemple, la méthode du simplexe part de l’origine (0 ;0). À chaque 
itération on évalue la valeur de la fonction objectif en un point extrême 
adjacent : 

(0 ;:6) à la première itération et (4 ;4) à la seconde, comme indiqué sur la 
figure 5.2. La méthode fournit la solution optimale +1 = æ2 = 4. 
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ie NN  X2 
12 
T0. 
=. 8 NX Le 
ne \ LA 
4 NN s 
. : Z=38 
2 
| \ Z=28 
0 2 4 CRT ” 


Figure 5.2 : Région réalisable et fonction objectif pour 21 = 18, 
22 = 28 et 23 = 38 


Jusqu'à présent, nous avons toujours étudié des cas où une solution réal- 
isable de base initiale était connue. Cependant, cette situation (idéale) ne se 
rencontre pas dans tous les problèmes de programmation linéaire. Nous ver- 
rons donc dans le chapitre suivant comment trouver une solution réalisable 
de base initiale. 


5.6 Recherche d’une solution réalisable de base 
initiale 


Jusqu'ici nous avons vu comment trouver une solution réalisable de base 
initiale lorsque toutes les contraintes sont sous forme d’inégalités du type 
“<?, Dans ce cas, en ajoutant une variable d'écart à chaque contrainte pour 
la transformer en une égalité, la matrice À qui correspond à l’ensemble des 
contraintes Az = b prend la forme : 


A=(R.I) 


où I est la matrice identité d’ordre (m x m), puisqu'il y a m contraintes. 
L'intérêt d'obtenir au départ une matrice identité comme sous-matrice de À 
est évident. En effet, comme B = I est une matrice de base, une solution 
réalisable de base est immédiatement trouvée sous la forme : æp = B ‘b. 
De plus, y; — B''a; — &a;,j = 1,...,n et cg — 0 puisque les prix associés 
aux variables d'écart sont nuls. 
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À noter que cette matrice identité peut apparaître sans que les variables 
d'écart aient été rajoutées. Dans ce cas, la méthode du simplexe s’applique 
également, à la différence près que les prix associés aux variables de base ne 
sont pas nuls. 

Cependant, il n'existe pas, le plus souvent, de sous-matrice identité dans 
la matrice A. C’est le cas par exemple lorsque des contraintes n’ont pas 
besoin de l’adjonction de variables d’écart (contraintes déjà sous forme d’é- 
galités). On peut néanmoins obtenir une matrice identité comme matrice de 
base initiale en considérant le nouveau système de contraintes : 


Az+1Ix, = (AI) ( L ) =b (5.37) 
dans lequel nous avons ajouté m variables z4, à = 1,...,m, dont les colonnes 


correspondantes sont les vecteurs e; (vecteurs unitaires). Ces nouvelles vari- 
ables sont appelées variables artificielles car elles n’ont aucune significa- 
tion pour le système original de contraintes. Les vecteurs artificiels e; qui 
correspondent aux variables artificielles seront désignés par q; de manière à 
les distinguer des vecteurs a; de la matrice A. Nous avons fait apparaître 
une matrice identité comme matrice de base initiale. Nous disposons donc 
immédiatement d’une solution réalisable de base pour (5.37) qui est x, — b 
et æ — 0. Nous noterons toutefois qu’il ne s’agit pas d’une solution réalisable 
du système original. Pour qu’une solution de (5.37) soit aussi une solution 
du système original, il faut que æ, = 0, c’est-à-dire que toutes les variables 
artificielles sortent de la base. Nous allons donc donner à ces variables ar- 
tificielles des prix très défavorables, de façon à ce que la fonction objectif 
puisse être améliorée tant qu’une de ces variables reste dans la base. Si la 
fonction objectif z doit être maximisée, en donnant un prix négatif très grand 
à chaque variable artificielle, on peut s’attendre à ce que z s’améliore aussi 
longtemps qu’une variable artificielle se trouve dans la base avec une valeur 
positive. Nous notons donc par c,; le prix associé à la variable artificielle x,; 
et posons : 
Cai = —M , M > 0 


À noter que dans un problème de minimisation, on pose : 
Cai — +M, M >0 


Pour les calculs à la main, M n’a en général pas de valeur précise. M 
est introduit dans le tableau du simplexe comme paramètre et est considéré 
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comme suffisamment grand par rapport aux autres coefficients de la fonction 
objectif. Pour les calculs sur ordinateur, M est souvent égal à mille fois 
la valeur du prix le plus élevé correspondant à une vraie variable. C’est 
pourquoi, on parle souvent de la méthode du “big M” qui est illustrée dans 
le paragraphe suivant. 


5.7 La méthode du big M 


Lorsque, dans un problème de programmation linéaire sous forme standard 
(5.4), la matrice À ne contient pas de sous-matrice identité, on considère le 
problème augmenté : 


mm 
Maximiser z — cx— > MT 
i=1 


sous contraintes Az + 1x, =b 
et æ>0, x, >0 (5.38) 


Dans ce cas, la solution réalisable de base initiale est æ, = b. La méthode 
du “big M” consiste à choisir M suffisamment grand pour que toutes les 
variables artificielles sortent de la base (c’est-à-dire æ, — 0). On obtient 
ainsi la solution optimale au problème (5.4) si une telle solution existe. 

Mentionnons que dans la formulation du problème (5.38), nous avons 
ajouté m variables artificielles, ce qui n’est pas toujours nécessaire. En effet, 
il arrive que la matrice À contienne déjà une partie de la matrice identité. 
Dans ce cas, il suffit d’ajouter les vecteurs artificiels q; = e; qui complètent 
la matrice identité. 


Exemple 5.9 Transformons le problème de programmation linéaire suivant 
afin de pouvoir lui appliquer la méthode du “big M”. 


Minimiser z — —2%; + 5x9 + 8243 — 4x4 
sous contraintes Ati + 2%2 — Z3 < —5 
T1 + 4To + La = 7 
8t1 — 7x2 > 10 


et T1, T2, X3, T4 > 0 
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Après avoir multiplié la première contrainte par —1 (ce qui inverse l’iné- 
galité) et ajouté les variables d'écart, les contraintes s’écrivent sous forme 
matricielle: 


T1 
ON A, 0 2 5 
f, Aadrt. Où © HE D 
RO CO #4 10 

T5 

T6 


où x3 et xç sont des variables d'écart. Dans la matrice À, les colonnes 3 et 
4 forment les deux premières colonnes de la matrice identité. Il suffit donc 
d'ajouter une variable artificielle à la troisième contrainte pour qu’apparaisse 
la matrice identité d’ordre (3 x 3). Il faut en outre transformer le problème 
de minimisation en un problème de maximisation. Finalement, on obtient : 


Maximiser (—2) = 2x1 — 5% — 3x3 + 4x + Oxs + Oxé — Mr 
sous contraintes —A4% — 2%9 + %3 — X5 = D 

T1 + AT2 + Ta = 7 

8x1 — TLo — X6 + Lai = 10 


et T1, 22, 13, T4, T5, V6, Tai Æ 0 


Sous forme matricielle, les contraintes s’écrivent : 


ou de manière équivalente 
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comme solution réalisable de base initiale. Nous pouvons dès lors utiliser la 
méthode du simplexe pour résoudre ce problème. 


Étape 1 Comme nous disposons d’une solution réalisable de base, nous 
pouvons construire le tableau initial du simplexe (voir tableau 5.5). 


Cj 2 —5 -3]4[]0/|0[|[-M |] 
CB vecteurs TB ai a2 az | a4 | as a6 qi 
de base 


Tableau 5.5 : Tableau initial du simplexe (méthode du “big M”) 


Les seules valeurs à calculer dans le tableau 5.5 sont z et les (2; —c;) pour 
les variables hors base : 


Z = Cp1Tp1 + CB2TB2 + CB3TB3 
= —3(5) + 4(7) — M(10) = 13 — 10W 
A —Q = Cpÿyu + CpoYÿau + CpsYÿg — À = 14 — 8M 
Z2 — C2 = Cp1Y12 + Cp2Y22 + CB3Y32 — Co = 27 + TM 
25 — C5 = Cpiÿis + CpoYos + Cp3Y35 — C5 — 8 
26 — Ce = Cpiÿ16 + CB2Y26 + Ch3Y36 — Ce —= M 
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Passons à l’étape 2 de la méthode du simplexe. 


Étape 2 Dans le tableau 5.5, puisque M est considéré comme suffisamment 
grand, seul 21 — € = 14 — 8M est négatif. Nous passons à l’étape 5. 


Étape 3 Le vecteur y, situé au-dessus de (21 — c1) possède des éléments 
positifs. Par conséquent, la valeur de la fonction objectif peut être améliorée 
et le vecteur a; entre dans la base (k = 1). Passons à l'étape 4. 


Étape 4 Examinons les rapports tp;/y:1 avec ya > 0 : 


7 
— — — 7 
Ya1 I 
1 
LORD 
Y31 8 


Le plus petit rapport est 1,25 ; il correspond à xg3/y31. Ainsi r = 3 et le 
vecteur artificiel q, sort de la base. Passons à l’étape 5. 


Étape 5 Sans entrer dans le détail des calculs, construisons le nouveau 
tableau du simplexe dont les résultats figurent dans le tableau 5.6. 


Cj 
vecteurs 
de base 


Tableau 5.6 : Tableau du simplexe après la première itération 
(méthode du “big M”) 


Puisque dans le tableau 5.6 il n’y a plus de (z;—c;) négatifs, nous passons 
à l’étape 6. 


Étape 6 La solution obtenue dans le tableau 5.6 est optimale puisque le 
vecteur artificiel q, n’est plus dans la base. Cette solution est donnée par : 
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Ti = 1;25 
Zo = 0 
z3 = 10 
Œa = 0, 10 


Il faut inverser le signe de la valeur de la fonction objectif puisque l’on a 
maximisé (—z2). Ainsi la valeur optimale de la fonction objectif à minimiser 
: Minimiser 2 = —2%;1 + 5%9 + 3x3 — 4x4, vaut 4,5. 

L'exemple 5.8 nous a permis, à l’aide de la méthode du “big M”, de trou- 
ver la solution optimale du problème initial en introduisant une va-riable 
artificielle. Dans cet exemple, après une itération, tous les (z; — c;) sont 
positifs ou nuls et le vecteur artificiel ne se trouve plus dans la base (et donc 
Tai = 0) ; lorsque toutes les variables artificielles sont nulles et que la condi- 
tion d’optimalité (2; — c;) > 0, Vj € J est satisfaite, la solution obtenue est 
la solution optimale du problème original. Lorsque la condition d’optimalité 
est satisfaite mais qu’une ou plusieurs variables artificielles se trouvent dans 
la base avec des valeurs positives, le problème original n’a pas de solution. 
Illustrons ce dernier cas dans l’exemple suivant. 


Exemple 5.10 Examinons comment fonctionne la méthode du “big M” sur 
le problème de programmation linéaire suivant : 


Maximiser z — 3%, + 2% 
sous contraintes 321 + 4% < 6 
2% — 3%2 = 12 
et T1,%2 > 0 


Après avoir ajouté une variable d’écart à la première contrainte, nous 
obtenons sous forme matricielle : 


SR HP 
CE TRUE 
A 


3 


Nous voyons que le vecteur e:, qui est la première colonne de la matrice 
identité apparaît dans la matrice À. Nous devons donc ajouter un vecteur 
artificiel g, = e2 dont la variable correspondante est x,1. Le prix associé à 
Tai 6St Ca = —M. Le programme linéaire augmenté est alors : 
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Maximiser z 


sous contraintes 


et 


3T1 


3X1 
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2%9 0x3 ci Mr 


4x9 T3 — 6 


2% — SL) Ti = 12 


Lo LE ar 20 


Le tableau 5.7 représente le tableau initial du simplexe. 


Eÿ —M 
CB | vecteurs di 
de base 


Tableau 5.7 : Tableau initial du simplexe (méthode du “big M”) 


Le tableau 5.7 nous apprend que seul 21 — € = —2M — 3 est négatif. 

C’est donc le vecteur a; qui entre dans la base. Le vecteur qui sort de 
la base est le vecteur a3 puisqu'il correspond au plus petit rapport xp;/yi, 
Yi > 0. Établissons le nouveau tableau du simplexe en échangeant a: et a3. 


Les résultats figurent dans le tableau 5.8. 


FE 2 EN ES 


a2 a3 qi 


vecteurs 
de base 
ai 
di 


TB 


2 
8 


ai 


1 
0 


1.33 0.33 0 
—5.67 —0.67 1 


(2j —c;) |6—-8M | O0 | 5.67M +2 dde RÉ 


Tableau 5.8 : Tableau du simplexe après une itération 


On voit dans le tableau 5.8 que (z; — c;) > 0, Vj € J. 
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Ainsi le critère d’optimalité est satisfait. Cependant, le vecteur artifi- 
ciel q, se trouve encore dans la base et la variable artificielle correspondante 
zu = 8 est positive. Cette situation démontre qu’il n’existe pas de solution 
réalisable pour le problème initial. Pour s’en convaincre, il suffit de repren- 
dre les contraintes du problème initial et de vérifier qu’elles ne peuvent pas 
être satisfaites simultanément. Outre les contraintes de non-négativité, nous 
avons les deux contraintes : 3x1 + 4x2 < 6 et 2x1 — 3x2 — 12. Tirons x: 
de la deuxième contrainte : +1 = 6 + ST. En remplaçant cette deuxième 
expression dans la première contrainte, nous trouvons : 


3 
5(6+5m) + 4%) < 6 


9 
18 + 2l2 + 4%9 < 6 


2 
17 
— <<  —]2 
9 72 S 
24 
LR 


Par conséquent, la contrainte de non-négativité de x2 est violée ! Pour 
terminer ce paragraphe, traitons avec la méthode du “big M”, un problème 
dans lequel la solution optimale n’est pas unique. 


Exemple 5.11 Soit le problème de programmation linéaire suivant : 


Maximiser z — 2%, + %9 
sous contraintes 2%1 + Zo < 8 
T1 + To > 5 
et T1,%9 > OÙ 


Transformons ce problème sous la forme adéquate pour la méthode du 
“big M” en introduisant les variables d’écart et une variable artificielle : 


Maximiser z2 — 2%: + to + 0x3 + 0x4 — Mr 
sous contraintes 2%1 + Lo + T3 = 8 
T1 + T2 — La + Tai — 9 


et T1, T2, T3, T4, Tai 2 Ù 
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Établissons le tableau initial du simplexe (tableau 5.9). 


Cj 
vecteurs 
de base 


Tableau 5.9 : Tableau initial du simplexe 


Dans le tableau 5.9, la plus petite valeur (z;,—c;) négative pour les vecteurs 
hors base est — M — 2 et correspond au vecteur a; qui entre dans la base. 
Le vecteur qui sort de la base est le vecteur a3 qui correspond au plus petit 
rapport tpi/yi, à = 1,2. Nous pouvons donc établir le nouveau tableau 5.10 
dans lequel le vecteur a; remplace le vecteur a; dans la base. 


Cj 
vecteurs 
de base 


Tableau 5.10 : Tableau du simplexe après une itération 


Dans le tableau 5.10, (22 — c>) = —M/2 est négatif. Le vecteur qui entre 
dans la base est donc le vecteur a. Le vecteur qui en sort est le vecteur 
artificiel q,, puisqu'il correspond au plus petit rapport xp;/y2, à — 1,2. Le 
nouveau tableau du simplexe est donné dans le tableau 5.11. 
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LT ao) 0 
Gg | vecteurs 2B | a | & | a3 en 
de base 


Tableau 5.11 : Tableau du simplexe après deux itérations 


Dans le tableau 5.11, puisque le critère d’optimalité (2; —c;) > 0,Vj € J 
est satisfait, la solution x — 3 et x2 — 2 est une solution optimale. La valeur 
optimale de la fonction objectif est z = 8. 

Cependant, il existe une valeur de (2; — c;) qui est nulle pour un vecteur 
hors base, notamment 24 — c4 = 0. Dans ce cas, la solution optimale trou- 
vée n’est pas unique. Pour connaître les autres solutions optimales (points 
extrêmes), il suffit de poursuivre la procédure du simplexe en faisant entrer 
le vecteur correspondant dans la base, c’est-à-dire a4 dans notre cas. Le 
vecteur qui doit sortir de la base est a, puisque seul le rapport zp1/y14 = 3 


est à prendre en compte (y24 — —2 étant négatif). On obtient ainsi le tableau 
5.12. 
Cj EME —M | 
cg | vecteurs | 2 | &1 | &@ | &a3 | &4 q: 
de base 
0 @4 3 11011 1 —1 
1 @ 8 2 1 110 0 
see RON EI 10 M 


Tableau 5.12 : Tableau du simplexe pour trouver 
une autre solution optimale 


Dans le tableau 5.12, la nouvelle solution optimale est x, = 0 et x2 = 8. 
La valeur de la fonction objectif est évidemment la même, c’est-à-dire z = 8. 
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Notons qu'ici encore, il existe une valeur de (2; — c;) qui est nulle pour 
une variable hors base, notamment 2, — € — 0. On pourrait continuer à 
appliquer la procédure du simplexe en introduisant a; dans la base. Dans 
ce cas, les rapports zp;/ya sont tp1/yu — 3 et tp2/ya = 4. Le plus petit 
rapport est æp1/y1i et correspond au vecteur a4 qui doit sortir de la base. 
Or, en faisant entrer a; dans la base à la place de a4, on retombe sur le 
même tableau que celui présenté dans le tableau 5.11. Il est donc inutile 
de continuer la procédure du simplexe puisque toutes les solutions optimales 
correspondant aux points extrêmes de la région réalisable ont été trouvées. 


\ % 


8 |\ 
\ 
N 
6 \ 
à 
4 \ 
\ 
2 NU 
S s 
2 4 6 Ë 


Figure 5.3 : Solutions optimales obtenues par la méthode du simplexe 


La figure 5.3 illustre les deux solutions optimales trouvées avec la méthode 
du “big M” en utilisant la procédure du simplexe. Remarquons que seul un 
nombre fini de solutions optimales sont fournies par cette méthode alors qu’en 
réalité il en existe une infinité puisque tous les points situés sur le segment 
de droite reliant les deux solutions optimales trouvées sont également des 
solutions optimales. 


5.8 La méthode des deux phases 


Nous avons vu, dans la méthode du “big M”, qu’utiliser (—1) comme co- 
efficient de la fonction objectif pour les variables artificielles permettait de 
sortir les variables artificielles de la base et donc de les annuler. Cependant, 
cette méthode pose certains problèmes, notamment lorsque le programme 
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linéaire est résolu par ordinateur. Contrairement aux calculs à la main, le re- 
cours à un ordinateur nécessite en effet le choix d’une valeur numérique pour 
M. Cette valeur doit être beaucoup plus grande que n’importe quel autre 
coefficient de la fonction objectif. Si M est trop petit, on peut trouver une 
solution avec une variable artificielle positive dans la base, ce qui indique 
un problème non réalisable, alors qu’en réalité il est tout à fait réalisable. 
D'autre part, si M est trop grand, les valeurs (z; — c;) qui sont de la forme 
aM + 6 seront dominées par M et les erreurs d’arrondis risquent d’avoir un 
effet non-négligeable sur la solution. De plus, si à est très petit, alors 6 n’est 
plus négligeable par rapport à a M, ce qui entraîne également un risque de 
conclusion erronée. 

Nous allons donc présenter une autre méthode, appelée méthode des 
deux phases, qui permet d'éviter les problèmes liés à la méthode du 
“big M”. 

Comme son nom l'indique, cette méthode consiste à résoudre un problème 
de programmation linéaire en deux parties. 

La première partie, appelée phase I, consiste à annuler toutes les vari- 
ables artificielles en utilisant une fonction objectif artificielle. Si l’on ne peut 
pas annuler toutes les variables, alors le problème n’est pas réalisable. 

La phase IT consiste à remplacer la fonction objectif artificielle de la 
phase I par la vraie fonction objectif à maximiser. On utilise alors la solution 
réalisable de base obtenue à la fin de la phase I. Deux cas peuvent se présenter 
en ce qui concerne cette solution réalisable de base. 


Premier cas La solution réalisable de base obtenue à la fin de la phase 
I ne contient plus de variables artificielles. Dans ce cas, on utilise simple- 
ment l’algorithme du simplexe décrit précédemment pour obtenir la solution 
optimale. 


Deuxième cas Une ou plusieurs variables artificielles (nulles) font partie de 
cette solution réalisable de base. L’algorithme du simplexe peut également 
être utilisé mais il faut s'assurer que ces variables artificielles ne deviennent 
jamais positives. Pour éviter ce problème, le critère de sortie de la base doit 
être modifié en conséquence. Après avoir déterminé le vecteur ax à faire 
entrer dans la base, il faut examiner les valeurs y;} qui correspondent aux 
vecteurs artificiels. 


Si y < 0 pour tous les indices à correspondant aux vecteurs artificiels 
et yx > 0 pour au moins un indice à, le critère usuel de sortie de la base 


5.8. La méthode des deux phases 161 


ne sélectionnerait aucun vecteur artificiel. Ce serait donc un vrai vecteur b, 
qui serait éliminé. Si xp, > 0, alors les valeurs des variables artificielles avec 
yik < 0 deviendraient positives puisque : 
Ê pi = LBi — es — Su. > 0 
Urk Urk 

Dans une situation de ce type, au lieu d’utiliser le critère usuel de sortie 
de la base, on fait sortir un vecteur artificiel avec un y;7 < 0. Dans ce cas, les 
nouvelles valeurs de la solution réalisable de base restent inchangées puisque 
zpr — 0. La nouvelle valeur de la fonction objectif n’est pas strictement 
améliorée mais reste constante, ? — 2, pour cette itération. 

La méthode des deux phases et les étapes de chaque phase sont décrites 
ci-dessous. 


e Phase I 


Cette phase consiste à construire une fonction objectif artificielle en at- 
tribuant à chaque variable artificielle un prix de —1 à la place de —M et 
un prix nul à toutes les autres variables. Il s’agit donc de maximiser la 
fonction objectif suivante : 


Maximiser 2° = —%,] — T2 — ... — Las 


où l'indice s indique le nombre de variables artificielles qui ont été rajoutées 
dans les contraintes. Puisque les variables artificielles x,; sont non-négatives, 
la fonction objectif artificielle est toujours non-positive et atteint son maxi- 
mum 0 lorsque chaque variable artificielle est nulle. 


Les étapes de la phase T sont les suivantes : 


Etape 1 Transformer au besoin le problème de programmation linéaire sous 
forme standard en ajoutant les variables d'écart et les variables artificielles 
nécessaires. 


Étape 2 Construire la fonction objectif artificielle z® en changeant les coef- 
ficients de la fonction objectif originale de la manière suivante : 


(a) les coefficients des variables artificielles valent —1. 
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(b) les coefficients des autres variables sont nuls. 


Étape 3 Résoudre le problème établi dans les deux étapes précédentes avec 
la méthode usuelle du simplexe. 
On s’arrête à la phase I dans deux cas : 


(a) La valeur de 2° vaut 0 (même s’il reste certains (2; —c;) négatifs). 
On passe alors à l’étape 1 de la phase IT. 


(b) Le critère d'optimalité (2; — c;) > 0, Vj € J est satisfait mais il 
reste dans la base des variables artificielles avec des valeurs posi- 
tives (ainsi 2% < 0). Dans ce cas, le problème original n’a pas de 
solution réalisable et l’on s’arrête. 


Voyons à présent les étapes de la phase IT dont le but est de trouver une 
solution optimale au problème original. 


e Phase II 


Étape 1 Remplacer la fonction objectif artificielle par la fonction objectif 
originale, y compris les variables d’écart en donnant leur prix réel aux vraies 
variables et un prix zéro à toute variable artificielle qui peut apparaître dans 
la base à un niveau zéro. Les colonnes des vecteurs artificiels qui ne sont 
pas dans la base peuvent être éliminées du tableau car elles ne seront plus 
candidates pour y entrer. 


Étape 2 Le premier tableau de la phase II et le dernier tableau de la phase 
I sont identiques à l’exception des coefficients de la fonction objectif et des 
valeurs (2; — c;) qui doivent être recalculées. 


Étape 3 S'il n’y à plus de variables artificielles dans la base à la fin de la 
phase I, on applique la méthode usuelle du simplexe. Sinon, on passe à 
l’étape 4. 


Étape 4 Pour éviter que les variables artificielles de la base ne deviennent 
positives, il faut examiner les valeurs y; (la colonne correspondant au vecteur 
ax qui entre dans la base) pour chaque variable artificielle. Si ces valeurs 
sont telles que y; < 0 pour tous les indices à correspondant aux vecteurs 
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artificiels et y; > 0 pour au moins un indice à, on fait sortir de la base un 
vecteur artificiel avec un y;x < 0. Sinon on utilise le critère usuel de sortie. 


Les exemples suivants illustrent respectivement les trois cas qui peuvent 
se présenter à la fin de la phase I, c’est-à-dire : 


1. 2% = 0 et il ne reste plus de vecteurs artificiels dans la base. 
2. 27—0 et il reste un ou plusieurs vecteurs artificiels dans la base. 


3. 2% < 0 ; dans ce cas, il n’existe pas de solution réalisable. 


Exemple 5.12 Soit le problème suivant à résoudre avec la méthode des deux 
phases : 


Maximiser z — 2x1 + 3%9 + 5%3 
sous contraintes T1 + 4x2 — 343 < 8 
2%: — T2 < 5 
DT + 2% — x3 = 19 
et T1, To, &3 2 OÙ 


e Phase I 


Étape 1 Transformons ce problème sous forme standard en ajoutant une 

variable d'écart aux deux premières inéquations. Pour former une matrice 

identité, il faut encore ajouter une variable artificielle à la troisième équation. 
Les contraintes transformées sont donc : 


1 + 4Xo — 323 + 4 — 8 
2% — Lo +Ls — 5 
5x1 + 2%) — X3 + Lai —= 19 
et Dis ls; das Léa. >, 
Étape 2 La fonction objectif artificielle à maximiser est 2° = —x,1 puisque 


les coefficients des autres variables sont nuls. 


Étape 3 Construisons le premier tableau de la phase I et appliquons la 
méthode usuelle du simplexe. 
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CB an 
de base 


Tableau 5.13 : Tableau 1 de la phase I 


2% = —19. Les critères usuels d’entrée et de sortie de la base indiquent 


que le vecteur a; remplace le vecteur a; dans la base. Nous calculons donc 
un deuxième tableau. 


G 0 0 0 0 0 —1 
cg | vecteurs TB ai a A3 | da) qi 
de base 


Tableau 5.14 : Tableau 2 de la phase I 


Dans le tableau 2 de la phase I, 2% = —13/2. Nous calculons un nouveau 
tableau en remplaçant a4 par a2 dans la base. 
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Cj 
vecteurs 
de base 


Tableau 5.15 : Tableau 3 de la phase I 


Dans le tableau 3 de la phase 1, nous voyons que 2 — —1 et que a3 
remplace q, dans la base. Nous calculons donc un quatrième tableau. 


| 6 0[07]0 0 0 —1 | 
cg | vecteurs TB ai | & | a3 4 &; q: 
de base | 
0 a2 28/18) O | 1 | O | —-2/18 | -14/18 | 6/18 
0 ai |118/36| 1 | O | O | —-2/36| 4/36 | 6/36 
0 az 1/21 0|0/|1/| —1/2 —1) 1/2 


Tableau 5.16 : Tableau 4 de la phase I 


Le tableau 4 de la phase I nous montre que cette phase est terminée 
puisque 2° = 0. De plus, il n’y a plus de vecteur artificiel dans la base. Nous 
pouvons donc passer à l’étape 1 de la phase IT. 


e Phase 2 


Étape 1 La fonction objectif à maximiser est la fonction objectif originale, 
c’est-à-dire : 


Maximiser 2 = 2%1 + 3x2 + 523 + 0x4 + Os 
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La colonne correspondant au vecteur artificiel q, peut être éliminée du 
nouveau tableau. 


Étape 2 Construisons le premier tableau de la phase II à partir du dernier 
tableau de la phase I en remplaçant les coefficients c; par les valeurs originales, 
puis en calculant les (2; — c;). 


Cj 


vecteurs TB ai | @ 
de base 


a 118/36 
a3 1/2 


su 


CB 


Tableau 5.18 : Tableau 2 de la phase II 


Étape 3 Comme il n’y a plus de vecteurs artificiels dans le tableau 1 de la 
phase IT, nous pouvons appliquer l’algorithme usuel du simplexe. D’après les 
critères usuels, le vecteur qui devrait entrer dans la base est le vecteur a; et 
celui qui devrait en sortir est le vecteur a. Cependant, comme toutes les 
valeurs y;4 correspondant à (24 — €4) — —- < 0 sont négatives, la solution 
optimale est infinie et la phase II s’arrête à ce stade. 

À noter que la solution obtenue dans le tableau 1 de la phase IL : #1 = ce 


Lo = 2 et x3 = : n’est qu’une solution réalisable de base. Il ne s’agit pas de 
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la solution optimale. On peut d’ailleurs poursuivre l’algorithme du simplexe 
pour obtenir une plus grande valeur de la fonction objectif, comme l’indique 
la valeur de z dans le tableau 2 de la phase II. 

Dans ce tableau, on voit qu’il n’y a qu’un seul (2; —c;) négatif. Le vecteur 
qui devrait entrer dans la base est le vecteur a4. Cependant, tous les y;4 sont 
négatifs, par conséquent aucun vecteur ne peut sortir de la base ! À ce stade, 
nous devons interrompre l’algorithme du simplexe et conclure que la solution 
est infinie. 


Exemple 5.13 Soit le problème suivant à résoudre avec la méthode des deux 
phases : 


Minimiser 2 — —2%, + 372 — 5%3 
sous contraintes T1 + Lo + Z3 = 6 
—T1 + To + 273 = À 
2%9 + 3x3 = 10 
T3 < 2 
et Li + Lo + La — 6 


e Phase I 


Étape 1 Comme il s’agit d’un problème de minimisation, il faut le trans- 
former en un problème de maximisation en inversant le signe des coefficients 
de la fonction objectif. Cette opération n'intervient que dans la phase IL. En 
revanche, il faut introduire une variable d’écart dans la quatrième contrainte 
et ajouter trois variables artificielles pour qu’une matrice identité apparaisse 
dans le tableau 1 de la phase I. Les contraintes s’écrivent alors : 


Li +To+T3+Tai — 6 
—L] +L2+273+Ta2 — À 
2%9 + 3T3 + La3 = 10 

T3 + La 2 


et T1, 22, T3, LA, Lol; La2, La3 > 0 
Etape 2 La fonction objectif artificielle s’écrit : 
Maximiser 2° = —%o1 — Lo2 — La3 


Étape 3 Nous construisons le tableau 1 de la phase I et appliquons l’algori- 
thme usuel du simplexe. 
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nc. 7 j"0s)70;) 
cg | vecteurs 
de base 


qi 
(FD) 


Tableau 5.19 : Tableau 1 de la phase I 


Le critère d’entrée indique que le vecteur a; entre dans la base. Le critère 
de sortie indique deux possibilités pour sortir un vecteur de la base : q, ou 
aa puisqu'ils ont tous deux le plus petit rapport (4/2 — 2/1 = 2). 

Le but de la phase I étant de faire sortir les vecteurs artificiels de la base, 
notre choix portera sur qg,. Nous construisons le tableau 2 de la phase I. 


Cj —] 
CB vecteurs TB q3 
de base 
—1 qi 4 0 
0 a3 2 0 
0 as 0 0 
(3 —c)|  —8 0 
Tableau 5.20 : Tableau 2 de la phase I 
Le tableau 2 de la phase I indique que 2° = —8. On peut faire entrer a: 


dans la base. Le vecteur a, sort de la base puisqu'il correspond au plus petit 
rapport ti/Yi, Ya > 0, c’est-à-dire 1 "0: 
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À noter que puisque zp4 = 4 = 0, la valeur de la fonction objectif dans 
le tableau suivant reste constante, comme l'indique le tableau 3 de la 
phase I. 


vecteurs 
de base 


Tableau 5.21 : Tableau 3 de la phase I 


Dans le tableau 3 de la phase I, nous avons 2% — —8. Le vecteur qui entre 
dans la base est le vecteur @2. Il y a deux vecteurs candidats pour sortir de 
la base : q, et g,. Nous choisissons arbitrairement de sortir q, de la base et 
calculons un nouveau tableau. 


C 0[0!0 0 —1 | —1 | -1 

cg | vecteurs | æB | &1 | & | a @a qi (D) q3 
de base 

(0 a) 2 | 0|1) 0 |-3/2|1/2 1/21 0 

(0 az 2101011 1! 0 0! 0 

—1 0101010 4, 

(0 2 11010 0 

0 


Tableau 5.22 : Tableau 4 de la phase I 


Puisque dans le tableau 4 de la phase I 27 — 0, la phase I est terminée. 
Notons qu’il reste un vecteur artificiel (g:) dans la base à un niveau 0. Il 
faudra donc s’assurer dans la phase IT que la variable correspondante ne 
devienne pas positive. Nous pouvons passer à l’étape 1 de la phase IT. 
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e Phase II 


Étape 1 Puisqu’il s’agit d’un problème de minimisation, il faut le trans- 
former en un problème de maximisation. La fonction objectif à maximiser 
est donc : 


Maximiser (—2) = 2x1 — 3x2 + 5x3 


Les coefficients de la variable d’écart x4 et de la variable artificielle x,3 
dans la base sont nuls. De plus, nous pouvons éliminer du tableau les vecteurs 
artificiels q, et q, qui ne sont plus dans la base. 


Étape 2 Établissons le tableau 1 de la phase IL. 


Cj 2 1-3) 5 0 0 
cz | vecteurs de base | æB | & | @a2 | a3 | @41 | q3 
—3 a 2 | 011 |01—-3/2|0 

5) a3 2 0 0 1 110 
0 43 00/1010 O|1 
2 ai pd eo Ed Le e0 

(2 — G;) 8 0 0 0 2172 0 


Tableau 5.23 : Tableau 1 de la phase II 


Le tableau 1 de la phase IT fournit la solution optimale puisque la seule 
valeur de (z;—c;) pour un vecteur hors base est strictement positive. À noter 
que dans ce cas, à la fin de la phase IT, il reste un vecteur artificiel dans la 
base à un niveau zéro. 

La solution optimale est donnée par æ1 = 2, z2 = 2 et x3 = 2. La valeur 
de la fonction objectif vaut z = —8 (car il s’agit d’une minimisation). 


Exemple 5.14 Soit le programme linéaire suivant à résoudre : 


Maximiser z — %1+2%9 + 3 
sous contraintes T1 — Lo + T3 < 4 
2%: + 2%9 + 3T3 < 6 
3X1 + Lo + 4x3 > 12 
et T1, L2, T3 > OÙ 
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Sans détailler chaque étape, construisons le tableau 1 de la phase I. 


Cj 
vecteurs 
de base 


CB 


Tableau 5.24 : Tableau 1 de la phase I 


Dans le tableau 1 de la phase I, nous voyons que le vecteur a3 entre dans 
la base et que le vecteur a; en sort. 
Nous construisons donc le tableau 2 de la phase I. 


| Cj 0 
CB | vecteurs TB &: 


de base 


(a 71 
0 a3 2 
qi 


Tableau 5.25 : Tableau 2 de la phase I 


La phase I se poursuit : on fait entrer a; dans la base et on en fait sortir 
a3. Nous construisons donc le tableau 3 de la phase I. 
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po a | [or0 
CB | vecteurs | æB | &1 | @& a3 @4 @5 dé | qi 
Dé He 


OÙ «@ NN TA FR ETAT 
0! « 34:12] <2)l <390:1 61 12° 0:10 
_1| 4 alor el 100 82e 
( ) 0 0 


Z;j — Cj —3 


© 
ND 
Li 
= 
ND 


Tableau 5.26 : Tableau 3 de la phase I 


Dans le tableau 3 de la phase I, nous constatons qu’il n’y a plus de 
(2; — c;) négatifs. Par conséquent, la phase I s’arrête. Or, la valeur de la 
fonction objectif artificielle équivaut à 2° — —3. Puisque cette valeur n’est 
pas nulle, le problème original n’a pas de solution réalisable. Le fait que 
2% = —3 < 0 provient de la présence du vecteur artificiel à un niveau positif 
dans la base. 


5.9 Utilisation du Solveur Excel 


On peut résoudre les problèmes de programmation linéaire à l’aide de l’outil 
Solveur du logiciel Excel (pour une introduction à l’utilisation du Solveur, 
voir chapitre 2). 


Exemple 5.15 Reprenons l’exemple 5.8. que nous avons déjà traité. 


Maximiser z — 3x1 + 4% 
sous contraintes 2%1 + ïo < 12 
Li + 2%9 < 12 

et T1,%2 > 0 


Tout d’abord, formulons le problème sur la feuille de calcul Excel. 
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X Microsoft Excel - PI 


\ Fichier Edition &ffichage Insertion Format Outils Données 


dela alàl#| (88 || all 
C El 


LU 


ul 4|»{ vf Feuilt {Feuil2 7 Feui3 Z Feuif { Feui5 £F | «| 


Prêt | (Somme=0 Fe] 


Figure 5.4 : Formulation du problème sur Excel 


Sélectionner la cellule contenant la fonction à maximiser, dans notre cas 
la cellule A4, et choisir Solveur dans le menu Outil. Choisir les variables 
et préciser les contraintes. 


Paramètres du Solveur F3 


Cellule cible à définir: [sa$4 : Résoudre : 
Egale à © Max © Min © Valeur [0 Fermer | 
-Cellules variables: 


[5282 $B$2 Proposer | 


- Contraintes: Options. | 
: Ajouter. | 


Modifier. | Rae 
Rétablir | 
= Supprimer - 
El Supprimer | aide | 


Figure 5.5 : Paramètres du Solveur pour ce problème 
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Il est toutefois nécessaire de préciser quelques options, en particulier, 
le fait que le modèle est supposé linéaire. Il est par ailleurs judicieux de 
demander l'affichage des étapes intermédiaires. 


Options du Solveur x | 


Temps max: fi O0 secondes 


ltérations: fi OÙ FREE 
Précision: (0. 000001 


Tolérance: F5 % Charger un modèle. | 
èle s! 6 linéai Enregistrer le modèle. | 


Echelle automatique âide | 
Estimations Dérivées | Recherche 
& Linéaire @ 8 droite & Newton 
| 
© Quadratique © Centrée | © Gradient conjugué 


Figure 5.6 : Boîte de dialogue d’option 


Le Solveur est maintenant prêt. En partant de x1 = 22 = 0, il trouve un 
premier résultat intermédiaire +1 = 0 et x2 = 6. Puis il obtient la solution 
Ti — Lo — 4. 


X Microsoft Excel - PI 


#) Fichier Edition fichage Insertion Format Outils Données Fenêtre 2 


Llélal 88/5] 48e) lol z[2l AA 18lt 
| 2 | 000 


Les valeurs de la solution en cours sont affichées 
sur la feuille de calcul. 


Arrêter | 
Enregistrer le scénario. | hide | 


8 | 
q 


Figure 5.7 : Première solution intermédiaire trouvée par le Solveur 
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XX Microsoft Excel - PI 
à Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenêtre 2? 


| 6|z|s MERE — L 


# Le Solveur a trouvé une solution satisfaisant toutes les 


contraintes et les conditions d'optimisation. 


°° Garder la solution du Solveur 
€ Rétablir les valeurs d'origine 


Af 4/1 {bif}, Feuit1 | fi Annuler | Enregistrer le scénario. | hide ; 


&nnuvez aurFin 


Figure 5.8 : Solution finale proposée par le Solveur 


5.10 Exercices 


1. Résoudre le programme linéaire suivant : 


Maximiser z2 — %1 +22 
sous contraintes —571 + 672 < 25 
0x: = 2%) < 43 
T1 + T2 2 8 
3T1 + Lo > 8 
et T1,%9 > 0 


2. Dans une exploitation agricole, on élève des vaches et des moutons. Les 
étables peuvent contenir un maximum de 50 vaches et 200 moutons. De 
plus, 72 arpents de pâturages sont disponibles. On a besoin de 1 arpent 
par vache et de 0,2 arpent par mouton. Pour s'occuper du bétail, on 
dispose de 10 000 heures de travail par année. On estime qu’une vache 
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nécessite 150 heures de travail par année et un mouton 25 heures. Le 
gain annuel net s’élève à 250 CHF par vache et à 45 CHF par mouton. 


Combien doit-on élever de vaches et de moutons pour que le gain net 
soit maximal ? 


On nourrit des lapins exclusivement de carottes et de pommes de terre. 
Une mesure de carottes fournit 1 kcal, 4 mg de vitamine B et 3 mg 
de vitamine À. Une mesure de pommes de terre fournit 2 kcal, 3 mg 
de vitamine B et 1 mg de vitamine A. Les besoins du lapin sont d’au 
moins 2 kcal, 6 mg de vitamine B et 3 mg de vitamine A. Une mesure 
de carottes coûte autant que deux mesures de pommes de terre. 


Quel menu coûte le moins cher ? 


. Une usine fabrique les produits P1 et P2. Elle utilise les matières 


premières M1, M2 et M3, à raison de 2 tonnes de M1, 1 tonne de M2 
et 3 tonnes de M3 par unité produite de P1 et de 1 tonne de M1, 3 
tonnes de M2 et 4 tonnes de M3 par unité produite de P2. Elle dispose 
mensuellement de 50 tonnes de M1, 25 tonnes de M2 et 60 tonnes de 
M3. 


Le bénéfice net est de 5 000 CHF par unité de P1 et de 2 000 CHF par 
unité de P2. 


Quelle quantité de chacun des deux produits l’entreprise doit-elle 
fabriquer pour que le bénéfice soit maximal ? 


. Un industriel doit livrer trois biens À, B et C à raison de 6 unités de 


À, 11 unités de B et 23 unités de C. Il dispose de deux facteurs de 
production X1 et X2. L’emploi d’une unité de X1 permet de réaliser 
une unité de À, une de B et une de C. Une unité de X2 permet de 
réaliser une unité de À, 2 de B et 5 de C. Le prix du facteur X1 est de 
100 CHF l’unité, celui du facteur X2 de 400 CHF. 


Quelle quantité de chaque facteur l’industriel doit-il utiliser pour sa- 
tisfaire la demande à un coût minimal ? 


. Résoudre le programme linéaire suivant : 
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T +7 
2x + 3y 
4x + 2y 

T +7 


IV IV IV 


6! 

6 

8 

à minimiser 

7. Il reste à un droguiste 1 kg de MNA et 2 kg de PCS. En mélangeant con- 
venablement ces deux matières, il peut fabriquer trois produits (X,Y,Z). 
Les proportions par unité de produit sont de 5 MNA et 1 PCS pour 


X, 1 MNA et 1 PCS pour Ÿ et 1 MNA et 3 PCS pour Z. Ces produits 
sont vendus respectivement 10 CHF, 6 CHF et 12 CHEF le kg. 


Trouver la production qui maximise la recette. 


8. Résoudre le programme linéaire suivant : 


Maximiser z — 571 + 2% 
sous contraintes 2%1 + Z2 < 50 
T1 + Z2 < 29 
341 + 4% < 60 
et T1,%2 > 0 


9. Résoudre le programme linéaire suivant : 


Maximiser 2 — 4x, + 12%9 + 8%3 
sous contraintes æ1 < 1000 
æ2 < 500 
æ3 < 1500 
321 + 6%2 + 3 < 2250 
et T1, T2, T3 > OÙ 


10. Résoudre le programme linéaire suivant : 


Maximiser z — Yi + Y2 + y 
sous contraintes 2y1 + Y2 + 2y3 < 2 
Ag + 2ÿ2 + y3 < 2 

et V1, Ya, V3 2 0 
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Une entreprise fabrique deux types de ceintures À et B. Le type A est 
de meilleure qualité que le type B. Le bénéfice net est de 2 CHF pour 
le type À et de 1,50CHF pour le type B. Le temps de fabrication de 
À est deux fois plus élevée que le temps de fabrication de B. Si toutes 
les ceintures étaient de type B, l’entreprise pourrait en fabriquer 1 000 
par jour. L’approvisionnement en cuir est suffisant pour 800 ceintures 
par jour (type À ou B). Enfin, on dispose de 400 boucles de type À et 
de 700 boucles de type B chaque jour. 


Quels sont les nombres respectifs de ceintures des deux types à fabriquer 
chaque jour de manière à maximiser le bénéfice total de l’entreprise ? 


Dans une usine, on distingue quatre centres de frais : la tôlerie (TO), 
les constructions en tubes (TU), la serrurerie (S) et la mécanique (M). 
Les capacités de ces centres de frais sont respectivement de 130, 240, 
810 et 180. L'usine produit des colonnes de refroidissement (C) et des 
réfrigérateurs (R), dont les coefficients techniques sont les suivants : 


C R 

TO | 10 10 
TU | 16 24 
S |30 90 
M | O 15 


Les marges brutes de ces deux produits sont de 4 800 pour € et 6 000 
pour R. 


Quelle est la production la plus avantageuse ? 
On doit construire X1 maison à 5 étages et X2 maisons à 2 étages sur 
un terrain marécageux, où la construction des maisons hautes est très 


onéreuse. On désigne par pers.-mois le travail fourni par une personne 
pour un mois. 


Nb d’étages Coût Pers.-mois Superficie Nb d’occupants 


(m°) par maison 
5) 600 000 120 800 30 
2 200 000 60 600 12 


Disponibilité 18 000 000 4 500 42 000 
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Comment choisir X1 et X2 de façon à loger le plus de personnes ? 


14. Résoudre le programme linéaire suivant par la méthode du “big M” : 


15. 


16. 


17. 


Minimiser z — 10x1 + 30% 
sous contraintes 341 + 2% > 6 
6x: + T2 > 6 
T2 > 2 
et T1,%2 > OÙ 


Résoudre le programme linéaire suivant par la méthode des deux phases 


Minimiser z2 — x, +% 
sous contraintes DT — 2% < 3 
0 D 
—3%] + Lo < 3 
—3%: — 3T9 < 2 
et T1,%2 > O0 


Un mélange doit contenir au moins 15 g de fluore, 20 g de chlore, 
10 g d’iode et 25 g de sodium. Il existe sur le marché trois produits 
qui contiennent ces quatre composants, dans les quantités suivantes 
(grammes par kg) : 


fluore chlore iode sodium 


1F I 1 05 I 
>| 4 2 0,5 3 
at 1 1 2 


Le premier produit coûte 3,50 CHF le kg, le deuxième 6,50 CHF le kg 
et le troisième 5 CHF le kg. 


Quel mélange faut-il faire pour minimiser le coût ? 


Un négociant en vins veut satisfaire sa clientèle au moindre coût. Il 
retient comme critère de qualité les deux grandeurs suivantes : son vin 
devra avoir une teneur en alcool d’au moins 11° et une teneur en sucre 
d’au moins 70 %. Il dispose de trois crus, dont les teneurs en alcool et 
en sucre, ainsi que les prix par litre sont donnés dans le tableau suivant 
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| alcool(°) sucre (%) prix/l 


1 10 60 2 
2 8 40 1 
3 14 80 4 


Combien coûtera le litre de vin et quelle sera sa composition ? 
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DANTZIG George B. (né en 1914) 


Avec l'invention de la méthode du simplexe en 1947, George B. Dantzig, 
mathématicien américain, est considéré comme l’un des pères fondateurs de 
la programmation linéaire. 

Son domaine de recherche, outre la programmation linéaire, couvre entre 
autres, des sciences telles que la programmation mathématique, la prise de 
décision, les modèles de planification à large échelle. L'impact de son œuvre 
fut considérable en gestion et en économie et ses méthodes sont toujours 
d'actualité. 


Chapitre 6 


Le simplexe révisé 


6.1 Introduction 


Cette méthode a été mise au point par Dantzig, Orden et Wolfe à la “Rand 
Corporation” au début des années 1950. Les principes du simplexe révisé 
sont les mêmes que ceux de la méthode conventionnelle du simplexe. La 
nouveauté provient du fait que la procédure révisée utilise avec les coefficients 
originaux, alors que la procédure conventionnelle du simplexe transforme ces 
coefficients au fur et à mesure des itérations. Il en résulte un gain de place 
lors du stockage des coefficients dans la mémoire d’un ordinateur et, par 
conséquent, un gain de temps appréciable. D'autre part, le nombre total 
d’itération est généralement plus faible avec la méthode du simplexe révisé 
qu'avec la méthode originale du simplexe. 


En fait, il est inutile de transformer tous les y;, æ8 et 2; — c; à chaque 
itération. Ils peuvent être calculés facilement si B7! est connu. Dans le 
simplexe révisé, on ne calcule que B°*, æp, c8B° *. Seul le y, du vecteur 
entrant est calculé à chaque itération. 


Le simplexe révisé se présente sous deux formes différentes, selon que l’on 
ajoute des variables d’écart ou des variables artificielles. Pour la première for- 
mulation, nous supposons qu’une matrice identité est présente après l’ajout 
éventuel de variables d'écart. Si des variables artificielles sont ajoutées, on 
utilise la seconde formulation qui correspond à la méthode des deux phases. 
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6.2 Factorisation de l’inverse d’une matrice 


La procédure révisée du simplexe découle d’une propriété du calcul matriciel 
appelée : factorisation de l'inverse (ou forme produit de l’inverse). Soit une 
matrice: 

B = (a: @2 ap Am ) 


non-singulière dont l'inverse B7! est connue. Supposons que nous devons 
trouver l'inverse de la matrice 


Bi = (a: 2 .….. p .….. Am ) 


qui ne diffère de B que par la substitution du vecteur p au vecteur a,. Nous 
savons, par définition, que tous les vecteurs a; de B sont linéairement in- 
dépendants, puisque B est non-singulière. Le vecteur p peut donc s’exprimer 
par une combinaison linéaire des vecteurs a; : 


p=By=S ya; (6.1) 


j=1 


La condition nécessaire et suffisante pour que B; ! existe est que les vecteurs 
( &) @ :: P -* Am ) soient linéairement indépendants, c’est-à-dire que 
Y dans l’équation 6.1 soit différent de zéro, puisque nous savons déjà que les 
autres sont indépendants. Nous pouvons alors écrire : 


p — > Y5@j + YpAp 


JAP : 
> = ——) Ya; + —p 
P j#p P 
a) — Biv, 

où 

= (- ÿ Vpn À _Ypn ns 

d Up Up Up Yp Up Up 

Il en résulte alors que : 

B-Bi(e €E2 ‘‘' Ep-1 Up EpH1 Em ) = B1E 


où e; désigne le i-ème vecteur unité. On trouve finalement : 


B;'-EB (6.2) 
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où 


GE 0 
y 
st _iè 0 
Up 
E = : 
Dhs 0 
Up 
0 0 en 1 
Up 


Ce résultat est particulièrement utile dans la procédure du simplexe révisé, 
puisqu’à chaque itération la base ne différe que par la substitution du vecteur 
ax entrant au vecteur a; sortant. 


Exemple 6.1 Soit la matrice : 
1 0 0 
B=!|010 
0 O0 1 
Supposons que la deuxième colonne est remplacée par : 
a=(0 22) 


de sorte que : 


1 0 0 
B,=10 20 
0 2 I 
Nous avons alors : 
: 0 1 2 
É 2 2 
dont nous déduisons 
1 0 O0 
1 
= | + 1f 
2 
O0 —1 1 
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Il est alors très facile de calculer : 


1 O0 O0 Here 1 O0 O0 
BB; =EB -—| 0 ; 0 QD 20: 1=+||;0 : 0 
GED oO OI CE 


6.3 Première formulation 


Dans cette première forme, la fonction objectif est traitée comme une con- 
trainte. La fonction économique devient alors : 


Z — C1T1 — CoT9 — . — Cnln = 0 


Le système de m inéquations linéaires à n inconnues devient un système 
à m+1 inéquations linéaires à n + 1 inconnues. Le programme linéaire s’écrit 


To +aotit ::: +AonTn = 0 
@&ulit ::: +Ginln — 
AmiTi+ ‘' +AmnTn — 0 


Où 2 = Zo Et —C; = 4j. Sous la forme matricielle, on obtient : 


HIDE 


On définit une matrice identité B,. La matrice de base contient tou- 
jours un vecteur e;, car x est à maximiser, et m vecteurs a; linéairement 
indépendants. 

Il existe une correspondance entre les matrices de base B, du système 
de contraintes ci-dessus et la matrice de base B du système de contraintes 
Ax=b. Il est dès lors utile d'écrire B; sous une forme partitionnée: 


1 ri 


B-|6 B 


B = T étant la matrice de base pour Ax — b. 
La procédure du simplexe révisé comporte trois étapes. 
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Étape 1 On calcule l’inverse de la nouvelle base B 1! à partir de la précé- 
dente base inversée B°! : 


= 1 c3B ! 
sn-|0 ne | 


() 
J 


base B est yl= Bi'a!”. Ainsi: 


J 
= | a le 
À 0 B a; y; 


C’est la raison pour laquelle la fonction objectif est traitée ici comme une 
contrainte. 


Le vecteur y “ 


correspondant au | | dans le tableau associé à la 


a; 


Étape 2 On calcule z; — c; pour toutes les variables non incluses dans la 
base. 
Pour trouver 2; — c; pour tout a;, nous formons le produit scalaire de la 


R = 1 
première ligne de B;! avec a! ), 


z® = B; 'b") 


boue 1 c8B 0] [fe8B 'b] !| 2 
F8 |[o Bt ||[6] | Bb | |+s 
(1) 


æ}; contient comme première composante z, la valeur de la fonction objectif 
et les æp; de la solution de base pour Ax=b correspondant à la matrice 
B. Les règles de calcul sont identiques à celles du simplexe conventionnel. 
Nous calculons les 2; — c; pour chaque vecteur a non inclu dans la base 
par le produit scalaire de la première ligne de B;,° avec chaque a “ et nous 
choisissons 2% — © = min(z; — c;), 2; — c; < 0. La première colonne ne sort 
jamais de B:. 


Étape 3 Il reste à calculer y, pour le vecteur entrant dans la base : 


1 Ex 1 
y = Bi'aÿ) = (2; — cu) 
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On détermine le vecteur sortant comme dans la méthode traditionnelle 
du simplexe à savoir en appliquant la formule : 


TBr . Ti 
2e = min (TE, ya > 0) 
Urk Vik 


Grâce à la procédure traditionnelle du point-pivot du simplexe, on peut 
calculer la nouvelle base et la nouvelle matrice inverse. 
On répète les étapes 1 à 3 jusqu’à ce que toutes les variables non incluses 
dans la base soient non négatives. 


21 
Nous calculons ensuite la solution optimale pour la fonction objectif B, 
par la technique présentée à la section 6.2, à savoir : 


B, =E:B;' 
et : 
à) = E1B;'b") 
avec : ” 
1 0 ur 0 
drk 
0 1 pen 0 
Qrk 
FE; — de : 
Qrk 
CN ER OR 
Qrk 


Exemple 6.2 Soit le programme linéaire suivant : 


Max z = 37, + 52% 
S.C. x1 < 4 
2%2 < 12 
371 + 2%2 < 18 
et %Z1,%2 > OÙ 
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Ce système de trois inéquations linéaires à deux inconnues peut s’écrire 
sous la forme d’un système de quatre équations linéaires à six inconnues : 


To+ —3T1 — 5%T9 — 0x3 — 0x4 — Os —=0 
T1 + 0to + Z3 + 0x4 + Ov = 4 
0x: 2%) 0273 Ta + 0x; —= "12 
321 + 272 + 073 + 074 + T5 — 18 


ou sous forme matricielle : 


To 
1 —3 —5 0 0 0 T1 0 
0 1 0 1 O0 0 T2 | 4 
0 0 2 O0 1 O0 zæ3 | | 12 
0 3 2 O0 0 1 TA 18 
T5 


On définit alors : 


Étape 1 On calcule l'inverse de la nouvelle base B;! à partir de la base 
inversée précédente B me 


et 
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Étape 2 On calcule les zj — c; pour toutes les variables non incluses dans 


la base en calculant le produit scalaire de la première ligne de B; ! avec af, 


où : 
@) | —G 
É -|; | 


Nous avons donc : 


—3 

ñ—-a= [1 0 00] : = —3 
0 
3 
—5 

2—@@= [1 0 0 0| SIMS 
2 
2 

La variable x: entre donc dans la base, puisque min(z; — c;) = 22 — € = —5. 


Étape 3 Nous calculons y, pour le vecteur entrant dans la base : 


1 
Ur — Ya — B;'a,) 


| 
So o 
HOoO©o© 


On détermine alors quelle variable sort de la base par la méthode tradition- 
nelle du simplexe. On calcule donc : 


TB : TL Bi 
7 = min (£2 de = o) 
Vik 


Pour cet exemple : 


T3 : y; non positive 
dat 2/2=0 — minimum, 4 sort de la base. 
es 18/2 =9 


6.3. Première formulation 


La nouvelle base est donc : 


ot 


B: 


| 
SSoOoH 
Re — 
D ND © 
HOo©oO 


On reprend alors à l’étape 1. 


191 


Étape 1 On calcule l’inverse de la nouvelle base par la méthode présentée 


à la section 6.2. 


1 0 5/2 0][1 0 0 0 1 
DO PE CR EC EE 
RE oo deco 20. do 1|le 

0004 LI] 1:06 O0: 0 
et : 

30 

20 = 2 [= pri 2 | 4 

B TB 2 6 

6 


SO ©O R © 


5/2 
0 
1/2 
= 


R © © © 


Étape 2 On calcule z; — C; pour toutes les variables non incluses dans la 


base : 


a—-a= [1 0 5/2 0| 


za—c= [1 0 5/2 0] = 5/2 


OS BR O©O © 


La variable x. entre donc dans la base. 
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Étape 3 Nous calculons Y4 pour le vecteur entrant dans la base : 


Ur — Vi — B;'a\ 


L 20:88 0 es 25 
—. O7. 02 1] 21% 
— | 0 0 1/2 0 NEO 

0 0 1 1 3 3 


On détermine alors quelle variable sort de la base par la méthode tradition- 
nelle du simplexe. On calcule donc : 


TBr ; T Bi 
2e = min (LE, ga > 0) 
Vrk Vik 


Pour cet exemple : 


T3 : 4/1 = 4 
1 Y; non positive 
T5 : 63=2 — minimum, x; sort de la base. 


La nouvelle base est donc : 


Ne 
dut 07 1 
B=!59 2 0 
Gigr 2 3 


On reprend alors à l’étape 1. 


Étape 1 On calcule l'inverse de la nouvelle base par la méthode présentée 
à la section 6.2. 


1 O0 O0 1 1 0 5/2 0 1. 0 872 1 
1: = 1 0x 0 —1/3 Ds, 20.20: 1/3 —1/3 
a 0 O0 1 0 0 0 1/2 O0 | 0 0 1/2 0 
0 0 0 1/3 0 O0 —I 1 0 O0 —1/3 1/3 
et : 
36 
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Étape 2 On calcule 2; — C; pour toutes les variables non incluses dans la 


base : 
0 
0 
a—a= [1 0 3/2 1]|.,| =3/2 
0 
0 
0 
os SE PONS 
1 


Comme tous les z; — c; sont positifs, la solution est optimale avec x: = 2, 
To = 6, z3 = 2 et z = 36. 


6.4 Deuxième formulation 


Cette forme est utilisée lorsqu'il est nécessaire d’ajouter des variables ar- 
tificielles pour faire apparaître une matrice identité. La méthode des deux 
phases est employée ici en raison de la présence de variables artificielles. L’ob- 
jectif de la phase I consiste à annuler ces dernières. S'il existe une solution 
optimale, celle-ci sera trouvée lors de la phase IT. 

Dantzig et Orchard utilisent une astuce pour empêcher des variables ar- 
tificielles de se trouver encore dans la base à la fin de la phase I. Elle consiste 
à ajouter une contrainte de la forme : 


Set (6.3) 


Dans la phase I, nous avons le système d’équations suivant : 


2 Lait ‘‘' +Tam — «0 
Tai HOUDE Fes eine =. fr (6.4) 
Tam +Tämilit °°" +AmnTn = br 


Nous voulons trouver une solution réalisable de base du système 6.4, avec 
z% en base, qui maximise 2%. Sous une forme plus adéquate, avec 27 = %h11, 
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Lai = Lni25, Lam = Enim1, le Système 6.4 peut se réécrire : 


Tati Tlnt2T ‘° +Tnimtl = 0 
ou ss NA +Tn+2 = di (6.5) 
AmiTit ‘°° +AmnEn +Tn+m+1 = bn 


AVEC Tn+1 à Maximiser. 

Si max Zn11 — 0, nous passons à la phase IT. Si z,:1 < 0, cela signifie 
qu’il n'existe pas de solution réalisable. 

Dans la phase IT, nous avons le système d’équations suivant : 


Z— Cli— ce —Cnln — | 
Tni2+ °° Hlnimtil —= 0 
Qutit ‘°° +dinlnt Tn+2 = bi (6.6) 
Gmitit ‘°° +Amnln +Enimi1 = bn 


où la deuxième ligne correspond à la contrainte supplémentaire 6.3. Comme 
dans la phase I, le système 6.6 peut être écrit de manière plus adéquate en 


posant Z = Zo, —C1 = Go1, :.., —Cn — am et en augmentant de 1 les indices 
de À et de b. 
Tot  Go1L1 ++ GonTn — 0 
Tn+i2+ +Tn+m+1 — 0 
211 ++ Gonln+ Tn+2 —= ba (6.7) 
Amn+1,1T1 RER Am+inln +Lnim+1 = bi 


Dans la phase I, nous maximisons x, ,1 et ignorons «9, puis dans la phase 
Il, nous maximisons +9. En phase I, toutes les variables, à l'exception de 9 
et Zn:1, prennent des valeurs positives. En phase IT, seul x, peut prendre 
n'importe quelle valeur. 

La matrice de base est : 


©O 
M © 
M © 
Æ © 
mm © 


B2 


I 
(æ) 
en 
TR 
O0 
7 
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où —1,, est un vecteur de dimension m composé uniquement de -1, et I, 
une matrice identité (m x m). 
Lorsque B; est donnée par (6.8), on a : 


m+1l 
i=1 


B est la matrice de base pour Ax = b contenant a;. c?, contient les prix 
de la phase I et c3 les prix de la phase IT. Le produit scalaire de la deuxième 
! _1 (2) : Na pe 
ligne de B; avec chaque a” non inclu dans la base correspond à 2; — c; de 


la phase I, soit 27 — c. Pour déterminer le vecteur entrant en phase I, nous 
(2) 


calculons le produit scalaire de la deuxième ligne de B;,' avec chaque a; 
hors de la base. 


Le vecteur ayant la plus petite valeur entre en base. Nous calculons : 
2 20 
y® = B;'a® 


En phase I, les deux premières colonnes ne sortent jamais de la base. En 
phase IT, B2 peut être partitionné comme suit : 


(1) 
1 —c 
D B 
- Ë . 


Le produit scalaire de la première ligne de B,} avec chaque vecteur a 
hors base donne 2; — c;. La variable æ,,1 est traitée comme toute autre 
variable et peut dès lors sortir de la base. Les calculs suivants s’effectuent 
comme pour la première formulation. 


Exemple 6.3 Soit le programme linéaire suivant : 


Min z — T1 + Lo 
S.C. 971 + 2%9 > 12 
Li + 2%9 > 8 
et %1,%9 > OÙ 
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Ce programme linéaire peut être converti de la manière suivante : 


Max Zo = —%1 — %2 
S.C. 921 + 279 — L3 + Tai = 12 
Li FL Ti tlw=8 
et T1, Lo, T3, T4, Tai, La2 > 0 


Étant donné que nous sommes en présence de variables artificielles, il est 
nécessaire d'utiliser la deuxième formulation de la méthode du simplexe 
révisé. Nous devons, lors de la première phase, chercher à éliminer les vari- 
ables artificielles en maximisant : 


a — 
2 — Loi — La2 


En posant 2% = %5, Zu — Ze et Ta — X7, nous obtenons la formulation 
suivante du problème : 


To +1 +To = 0 
T5 +Té +T7 — 
3T1 +2%9 — T3 +Té = 12 
T1 +272 — T4 +7 =8 


Dans la phase I, nous devons maximiser x; et, dans la phase IT, nous 
devons maximiser %0. Les vecteurs sont : 


Go jy @ A3 1 js a a b 


1. 4e ie 26 07 107 0 “0: 
61.0: :0: ! 0, 0, A. EE © 
DF 55 2 1 0 10° TL 0: 12 
De. At 22 50e e=dy 0: 0e 1 6 


e Phase I 


La première base est composée des vecteurs @o, &5, & et a7. Son inverse 
est : 


10 0 0 
then 
A = or 0 

00e 08 A 
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La solution de base initiale est : 


To 0 
ç@) _ | æ5 | _ | —20 
ler le 
T7 8 


Nous déterminons quel vecteur entre dans la base en cherchant le mini- 
mum des 2; — c; pour les vecteurs hors base, où 2° — c? est le produit scalaire 
de la deuxième ligne de l’inverse de la base par a;. Nous avons : 


2 = ——À 

25 —c —=—4 — entre dans la base 
a (02 == 

23 — CG —lI 

Zi — =] 


Faire entrer x2 plutôt que x, dans la base est un choix arbitraire et ne modifie 
pas la solution. Nous devons maintenant calculer : 


1 
: _4 
y =Br'a =|, 
2 


et déterminer par le critère habituel quel vecteur sort de la base. Dans notre 
cas, il s’agit du vecteur az. 

Nous pouvons donc passer à la deuxième itération et calculer l’inverse 
de la deuxième base par la formule (6.2) où la 4° ligne de la matrice E est 


calculée à partir de ge. 


B;' =-EB; 
1 O0 O0 —1/2 Le Ov (0 0 
HO AO 2 0 1 —1 —1 
OO 14 ET 0 0 1 0 
OUC 0: 62 0 0 O0 1 
1 0 O0 —1/2 
_ [0 1 -1 1 
[O0 0 1 —1 
0 0 O0 0.5 
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La solution de base correspondante est : 


T0 —4 

@) _ | %5 | _ | —4 
PE T6 EH 4 
To 4 


Par le critère des 2° — c;, nous déterminons quel vecteur entre dans la base. 


z{ —c{ —=—-2 — entre dans la base 
2% — —=2 
23 —& =] 
Da 6 ==] 
Nous calculons : 
1/2 
> 2 
y =B;a = |, 
1/2 


Nous déterminons ensuite quel vecteur sort de la base. Il s’agit ici du vecteur 
@6. 
À la troisième itération, l’inverse de la matrice de base est: 


1 O —1/4 —1/4 
se, » Oui 0 0 
0 O0 —1/4 3/4 
et la solution de base est : 
To —5 
@) _ | &5 | 0 
Fe = T1 ss 2 
To 3 


Comme 25 = 2% = 0, la première phase est terminée. 


e Phase II 
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Nous reprenons la matrice de base précédente et calculons les z; — c; pour 
les vecteurs hors base. Pour ce faire, nous prenons le produit scalaire de 
la première ligne de B;° avec chaque vecteur a; hors base, mais sans tenir 
compte des variables artificielles. 


23 — C3 — 1/4 

Za —Ca = 1/4 
Comme tous les z; — c; > 0, la solution de base courante 71 = 2, &2 — 3 et 
z = 5 est optimale. 


Exemple 6.4 Soit le programme linéaire suivant : 


Max 2 = 2%; + 3%9 + 573 
S.C. Xi + 4x2 — 3x3 < 8 
2%, — To < D 
DT: + 2%) —L3—= 19 
et %Z1,%2,t3 > OÙ 


On peut écrire ce programme : 


Max z 2% + 379 + 5x3 + Oxa + Os 
S.C. Zi + dt — 3x3 + 24 = 8 
2%: — Lo + L5 — 5 
DE dk t, = 19 
Comme nous sommes en présence d’un programme comprenant une vari- 
able artificielle, nous allons utiliser la méthode des deux phases. 


e Phase I 


Il faut dans un premier temps maximiser la fonction : 


CARE PE 


sous les mêmes contraintes que ci-dessus. La première base comprend les 
vecteurs @o, @4, &5 Et Q1 : 


G 

| 
D 000 
SooHo 
SSheo 
SOHOo©o© 
ni © © à © 
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ainsi que son inverse : 


1 0 0 0 0 
0 1 O0 DO —-I 
Hilo 0 AO: CÜ 
0 0 0 I O0 
0 0 0 O0 1 
On calcule : 

0 

—19 

æ = 8 

5 

19 


ainsi que le produit scalaire de la deuxième ligne de B}! par chaque vecteur 
a® hors base. 


z®— cf —=-5 — entre dans la base 
a a — 

2 —@ ——2 
a Ge = 

23 — CG ——1l 


On détermine quel vecteur sort de la base par le critère habituel du rap- 
port. Dans notre cas, il s’agit de a®. Nous calculons alors la nouvelle base 
et son inverse, calcul simple si l’on applique la formule 6.2. Nous avons : 


B: 


| 
DOOCoOoR 
DOC hRoO 
SOOCHOoO© 
HNHO© 
HOCHO 


5 

re 

| 
Lee. 
OO OO Oh © 
OO Oh © © 

+= 

ee 

ND 
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Calculons les valeurs des variables de base : 


0 
=13/2 
æ® = | 11/2 
5/2 
13/2 


ainsi que le produit scalaire de la deuxième ligne de B;,! par chaque vecteur 
a hors base. 


22 = c -=5)2 
z3 —c3 ——-9/2 — entre dans la base 
23 —c —=]1 


On détermine quel vecteur sort de la base par le critère habituel du rap- 
port. Dans notre cas, il s’agit de a®). Nous calculons alors la nouvelle base 
et son inverse. 


1 0 0 O0 0 
(GA ARTE EN 
B3=|0 0 4 10 
0 0 —-1 2 0 
0 25,41 

L:0: ‘0 CR 

0 1 1 Da NET 

B;'=|0 0 2/9 —1/9 0 

0 O0 1/9 4/9 0 

O O —1 —2 1 


Calculons les valeurs des variables de base : 


0 

4 
æ® = | 11/9 
28/9 

1 


ainsi que le produit scalaire de la deuxième ligne de B;! par chaque vecteur 
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2) hors base. 


Z%—& —2 
4-4 =] 
z3 — cd ——2 — entre dans la base 


On détermine quel vecteur sort de la base par le critère habituel du rap- 
port. Dans notre cas, il s’agit de q®. Nous calculons alors la nouvelle base 
et son inverse. 


1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
B;=|0 0 4 1 -3 
0 0 —-1 2 0 
0 0 2 5 —1 
1 0 O0 0 0 
0 1 oO 0 0 
B;'=|0 0 —1/9 -7/9 1/3 
0 O0 —1/18 1/9 1/6 


O0 O0 —1/2 —1 0.5 
Calculons les valeurs des variables de base: 
0 
0 
æe — | 14/9 
59/18 
0.5 


Comme la valeur de 27 = 0, la phase I est terminée et nous pouvons 
passer à la phase IT à partir du tableau suivant qui correspond à la dernière 
étape de la phase I 


e Phase II 


Cg | vecteurs 
de base 


0 a2 Li hi La 
0 ai Et ge) On EC 
0 a; a E- —- Le 
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Nous replaçons les c; originaux et nous supprimons la variable artificielle. Le 
tableau devient alors le suivant : 


es 5 Q 


CB  — a | @ |a3 &; 
de base 


3 —7/9 

2 1/9 

5 _1 
—128/18 


Nous constatons toutefois que toutes les valeurs y;4 sont négatives ; il n’est 
donc pas nécessaire de poursuivre car nous savons que la solution optimale 
est infinie. 


6.5 Exercices 


1. Soit la matrice : 


SR 
= |.:2 "41 0 
0 O0 I 
(a) Calculer son inverse. 
(b) Calculer l'inverse de la matrice : 
1 1 
Hi || 2 2.0 
07:22%,1 


grâce à la méthode de factorisation. 


2. Soit le programme linéaire suivant : 


Max z = 5x1 + 3% 
s.c. DT1 + 279 < 40 
DT le 4% < 60 


et %Z1,%2 > OÙ 


(a) Ecrire ce programme sous forme matricielle. 
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(b) Résoudre ce programme par la méthode du simplexe révisé. 


3. Résoudre par la méthode du simplexe révisé le programme linéaire suiv- 


ant : 
Max 2 = %1 +2%9 + T3 


S.C. ÆT1 + To < 4 
Lo + T3 < 6 
T1 > 2 
et Z1,%2,%3 > 0 


4. Résoudre par la méthode du simplexe révisé le programme linéaire suiv- 


ant : 
Max z = 321 + x +273 


S.C. Zi + To + T3 < 20 
5t1 — Zo < 10 
2% + T3 < 15 
et %Z1,%2,t3 > OÙ 


5. Résoudre par la méthode du simplexe révisé le programme linéaire suiv- 
ant : 
Min z2= %+% 
S.C. L1 +2%2 > 8 
2%: + Lo > 7 
et %Z1,%9 > OÙ 


Chapitre 7 


La dualité 


7.1 Introduction 


Dans ce chapitre, nous allons voir qu’il est possible à partir d’un programme 
linéaire d’en former un autre directement lié au premier. Celui-ci est appelé 
primal et le second dual. 

La notion de dualité a été introduite par Von Neumann en 1947, puis 
développée par Gale, Kuhn et Tucker en 1951. Les propriétés fondamentales 
des problèmes de dualité ont été définies par Goldman and Tucker en 1956. 

Nous commencerons par illustrer cet énoncé à l’aide d’un exemple, puis 
nous continuerons par l’étude des relations existant entre le primal et le dual. 
Ensuite, nous évoquerons quelques propriétés fondamentales des problèmes 
de dualité ainsi que l’interprétation économique possible des variables du 
problème dual. 

Nous présenterons finalement, à l’aide d’un exemple, l'algorithme dual du 
simplexe. 


7.2 Un exemple de programme linéaire dual 


Considérons le problème de programmation linéaire suivant : une fabrique 
quelconque produit n outputs différents en utilisant m matériaux bruts comme 
inputs. Chaque unité de l’output j a un prix de vente égal à c;, j = 1,2,...,n, 
et requiert pour sa fabrication une quantité a;; des différents inputs, à — 
1,2,...m. La quantité totale disponible pour le matériau à est notée b;. Quelle 
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quantité x; de chaque output, j — 1,2, ...n, faut-il produire afin de maximiser 
le chiffre d’affaires ? 

Comme nous l’avons déjà vu dans les chapitres précédents, nous pouvons 
écrire le problème de la façon suivante : 


Max z — Gti + C2To +. + Cntn 
S.C. Qi1T1 + @1202 +. + AinTn < b;, = 1, 2, …, M 
et 2; > 0 


ou sous sa forme matricielle : 


Max z = c'æ 
S.C Az <b 
et z>0 


où æ et c sont des vecteurs-colonnes à n composantes, b un vecteur-colonne 
à m composantes et À une matrice de dimension m X n. 

Supposons à présent que le directeur financier désire assurer les différents 
inputs contre le feu, les inondations ou contre une éventuelle perte. Selon 
les règles de la rationalité économique, il est souhaitable de payer les primes 
les plus basses possibles, tout en s’assurant que les prestations seront assez 
élevées pour couvrir complètement les pertes, c’est-à-dire remplacer le revenu 
des ventes en cas de sinistre. 

En tenant compte de ces considérations, comment définir le plan d’assu- 
rances optimal ? 

Notons par u; la prime d’assurance unitaire pour l’input 4, à = 1,2,..,m 
de telle sorte que la prime totale pour chaque input s'élève à b;u;. De plus, 
la prime d’assurance ne pouvant prendre une valeur négative, nous sommes 
confrontés à une contrainte de non-négativité: 


Si nous considérons que le coût de l’assurance est la somme des primes 
pour chaque input, la fonction objectif à minimiser est donc : 


Min 2* = bi + bou + … + boum 


Quelles que soient les valeurs individuelles des différents inputs, il est 
évident que les assurances combinées de tous les inputs nécessaires pour 
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produire une unité du premier produit (c’est-à-dire a11 unités du premier 
input, a unités du deuxième input, etc) doivent être au moins égales à c1. 
Cette contrainte s'exprime mathématiquement sous la forme : 


au + GaU2 + … + Amlüm > C1 


On peut également dire que cet ensemble d’inputs pourrait être assemblé 
en une unité du produit 1 et être vendu au prix de c,. Pour chaque produit, 
la combinaison des inputs sera différente. Par conséquent, pour obtenir des 
primes adéquates, il faut s’assurer que la prime totale de tous les inputs 
requis pour produire une unité de chaque output est au moins égale au revenu 
provenant d’une unité d’output vendue, à savoir : 


@iju1 + @2ju2 ss AmjüUm > Ci; 1 —= 1,2, 1 


Compte tenu de ce qui vient d’être formulé, nous obtenons le programme 
linéaire suivant : 


Min z* — biu: + bou ssh bnüm 
S.C. @iju1 + @2j;u2 nn nu AmjUm > Cj; 1 —= 1, 2, 1 
et RU PP 


ou sous forme matricielle : 


Min z* = b'u 
S.C. A'u>c 
et u > 0 


En plaçant les deux problèmes de programmation linéaire côte à côte sous 
leur forme matricielle, on remarque qu’ils sont symétriques. 


Le vecteur des coûts (c) dans la fonction objectif du premier problème 
correspond au membre de droite des contraintes du second problème. La 
matrice des contraintes (À) dans le premier problème est simplement trans- 
posée dans le second problème. L’existence de ces relations, nous permet 
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d'affirmer que le second problème est le dual du premier (ou vice-versa). Ces 
deux problèmes possèdent les mêmes valeurs optimales pour leur fonction 
objectif. Cela est dû au fait que la valeur totale de l’assurance des inputs 
correspond précisément au chiffre d’affaires maximal que l’on peut obtenir 
avec ces inputs. 


7.3 Relations entre le primal et le dual d’un 
problème de programmation linéaire 


Nous avons vu au chapitre 5 qu’un problème de programmation linéaire pou- 
vait se présenter sous deux formes différentes : la forme canonique et la forme 
standard. Nous nous intéressons en premier lieu à la forme canonique d’un 
programme linéaire qui s'écrit : 


Max z — c'æ 
SC: Az <b (7.1) 
et z>0 


où æ et c sont des vecteurs-colonnes à n composantes, b un vecteur-colonne 
à m composantes et À une matrice de dimension m X n. 


Le programme linéaire suivant est appelé dual ou problème dual du 
problème de programmation linéaire (7.1) : 


Minz* = b'u 
s.C. A'u>c (7.2) 
et u > 0 


où u est un vecteur-colonne à m composantes. Tous les autres vecteurs, de 
même que la matrice À, sont identiques à ceux du programme linéaire (7.1). 
Les programmes linéaires (7.1) et (7.2) sont respectivement appelés le 
problème primal et le problème dual ou, plus simplement, le primal et le 
dual. Le problème typique consiste à poser le dual à partir du primal ; il 
s’agit donc d'examiner les relations existant entre le primal et son dual. 
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Afin de poser le dual à partir du primal, il faut tout d’abord que la max- 
imisation devient une minimisation. Les variables ne sont plus les mêmes, 
par conséquent, nous les notons non plus æ mais u. Les prix de ces nouvelles 
variables dans la fonction objectif à minimiser sont les constantes des con- 
traintes du problème primal. À chaque contrainte du primal correspond une 
variable duale et à chaque contrainte du dual correspond une variable pri- 
male. Notons que la matrice des coefficients des contraintes se retrouve dans 
sa forme transposée pour le dual. Les nouvelles constantes des contraintes 
sont les prix de la fonction objectif du problème primal. Il ne faut pas oublier 
de changer le sens des inégalités dans les contraintes. 

Afin de bien saisir le mécanisme décrit ci-dessus, nous nous proposons 
d’effec-tuer la transformation d’un problème primal en dual en partant d’un 
exemple. 


Exemple 7.1 Soit le problème linéaire suivant, considéré comme étant le 
primal : 


Max z — 2x1 + 5% + 4x3 
S.C. TL + 3292 + 223 < 7 
3%] — X3 < 6 
et T1, T2, Z3 > OÙ 


Nous obtenons le dual correspondant : 


Min 2* — Tu + Gu 
S.C. Uu1 + 3U2 > 2 
au] > 5 
2u: — U2 > 4 
et U1, U2 > 0 


Nous voyons que la maximisation est devenue une minimisation, en tenant 
compte des modifications suivantes : les deux contraintes du primal devien- 
nent les deux variables du dual et à chacune des trois variables du primal 
correspond une contrainte duale. La matrice des coefficients des contraintes 
du primal, c’est-à-dire : 


devient pour le dual : 
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4. 53 
A ES 
2 —1 
Le vecteur des constantes du primal, b =| ; È devient le vecteur des 
prix du dual, b" = [7;6]. Quant au vecteur des prix du primal, e/=[2; 5; 4], il 
2 
se transforme en vecteur des constantes du dual € = | 5 
4 


Nous pouvons représenter un problème primal et son dual associé dans 
un tableau que l’on doit à A.W. Tucker (Dantzig, 1966, p.90). 


AI T2 T3 T4 
U] @11 @12 …. Ain < bi 
U2 @21 @22 …. An < ba 
Um Ami m2 .…. Ann É Le 
Ci 26 et Ch 


Tableau 6.1 : Tableau de Tucker 


Le problème primal se lit dans le sens des lignes, tandis que le prob- 
lème dual se lit dans le sens des colonnes. En multipliant chaque a;;par 
la variable x;correspondant, on obtient les contraintes du problème primal. 
Sa fonction objectif est reproduite en multipliant chaque c;par la variable 
x;correspondant. Les mêmes opérations sont effectuées sur les colonnes pour 
trouver le problème dual. 

L'exemple 7.2 représente un problème de programmation linéaire et son 
dual formulés à l’aide du tableau de Tucker. 


Exemple 7.2 Soit le tableau de Tucker suivant : 


T1 T2 T3 TA 


ui | 10 13 22 0 < 101 

u2 | Il 18 0 0 < 107 

Ua | 19 19 0 { < 79 

Ua | 17 21 3 1 < 61 
> 50 >61 >49 > 30 
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On obtient le problème primal : 


Max z — 507%: + 61x%2 + 49%3 + 3074 
S.C. 10%: + 1329 + 22%3 < 101 
11x%1 + 18x2 < 107 
15% + 19x92 + 4x4 < 79 
1721 + 21%9 + 323 + 724 < 81 
et T1, T2, T3, Ta 2 


ainsi que le problème dual : 


Min 2z* —  1Olu: + 107u2 + 79u3 + 8lua 
S.C. LOus + Lu + 15u3 + 17u4 > 50 
13u1 + 18u2 + 19u3 + 2lu4 > 61 
22u1 + 3ua > 49 
Aus + Tua > 30 
et U1, U2, U3, Ua > Ù 


Nous venons de montrer comment passer d’un problème primal à un 
problème dual. Notez que les noms de primal et dual sont interchangeables 
puisque, comme l’énonce le théorème 7.1, le dual du dual est le primal. 


Théorème 7.1 


Considérons un problème de programmation linéaire P, appelé problème 
primal. Le problème dual correspondant à P est noté D. Alors le problème 
dual associé à D est le problème de programmation linéaire P, autrement dit 
le problème primal. 


Démonstration 


Si nous voulons trouver le dual du problème de programmation (7.2), qui 
est un problème dual, il nous faut tout d’abord transformer ce problème sous 
sa forme canonique. 

La fonction objectif : 

Min 2° = b'u 
devient 
Max 2** = —b'u 
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La contrainte : 
A'u > c 


est équivalente à 
— A'u < —-c 


Les contraintes de non-négativité u > 0 apparaissent déjà sous forme 
canonique. Nous obtenons alors le problème dual original suivant : 


Max 2% = —b'u 
s.C. — A'u < —c (7.3) 
et u > 0 


Il s’agit à présent d'effectuer les changements nécessaires, de manière à 
obtenir le problème dual associé au programme linéaire (7.3). Nous obtenons 
ainsi le dual du problème dual original : 


Min z** = —cx 
S.C. — Az > —-b 
et z>0 
La fonction objectif Min 2** = —c/x est équivalente à Max z = c'x et 


en multipliant les contraintes par (-1) on obtient Az < b. Nous obtenons 
finalement : 


Maxz = cx 
So. Az <b (7.4) 
et z>0 


qui correspond au problème primal (7.1). 


Jusqu'ici, nous avons traité que la transformation en dual de problèmes 
de programmation linéaire sous forme canonique. Nous allons maintenant 
étudier comment obtenir le dual d’un même problème énoncé sous sa forme 
standard : 


Maxz = c'æ 
S.C. Ax = b (7.5) 
et z>0 


Le problème dual associé au problème (7.5) est le suivant : 
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Minz* = b'u 
S.C. A'u > c 
et u sans restriction de signe 


Cela signifie que des contraintes d'égalité dans le primal conduisent à des 
variables sans restriction de signe dans le dual. De même, selon le théorème 
7.1, des variables sans restriction de signe dans le primal conduisent à des 
contraintes d'égalité dans le dual. 

S'il apparaît, dans un problème de programmation linéaire comprenant 
une fonction objectif à maximiser, une contrainte de la forme : 


171 + + dintn > bi 


il suffit de la multiplier par —1 afin d’obtenir une contrainte équivalente qui 
soit de la forme : 


—Qi10L1 — .. — Ainln < —b; 


Ce n’est qu’à partir de cette forme que l’on peut chercher le problème 
dual associé. 

De même, pour un problème de programmation linéaire dont la fonction 
objectif est à minimiser, on doit multiplier par —1 les contraintes se présen- 
tant sous la forme : 


171 +. + dintn < bi 


afin d'obtenir des contraintes équivalentes de la forme : 


—Qi10L1 — .. — Ainln > —b; 


Voici maintenant un problème de programmation linéaire qui n’est pas 
écrit sous une forme particulière. Il s’agit en quelque sorte de la généralisation 
du passage d’un problème primal à un problème dual. 

Si le problème de programmation linéaire primal P est : 
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Max z — Citi + Coto +... + Cnln 
S.C. @1T1 + @2L2 +. + Ann < b. 


dy1L1 + dr2X2 + .…. + Crnln < b, 
Dati Grotte Fait = bei 


AmiT1 + Am222 +. + Amn£n = Om 
et 2207 =d;::,s 
x; Sans restriction de signe pour j = s+1,..,n 
alors le problème dual correspondant D est : 


Min z* — bu: + bou is bnüm 
S.C. Quid + Gao + + An Um > C1 


GisU1 + GosU2 + …. + Amsüm 2 Cs 
Q1,s+101 + Q2,s+1U2 +... + Gm,s+1Um = Cs+1 


ini + GnU2 +. + Amnüm = En 


et We 0T=lLAar 
u; Sans restriction de signe pour à = r +1,..,m 


Les différentes relations existant entre le primal et le dual sont résumées 
dans le tableau 7.2. 


Primal Dual 

maximisation minimisation 

contrainte < variable u; > 0 

contrainte = variable u; sans restriction de signe 
variable x; > 0 contrainte > 


variable x; sans restriction de signe | contrainte — 
Tableau 7.2 : relations entre primal et dual 


Remarque 7.1 Les appellations “Primal” et “Dual” sont arbitraires et peu- 
vent tout à fait être interverties. 
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7.4 Propriétés fondamentales des problèmes 
de dualité 


Dans ce paragraphe, nous allons voir les relations qui existent entre les so- 
lutions du problème primal et celles du problème dual. Nous allons tout 
d’abord démontrer que si l’un des deux problèmes à une solution optimale, 
il en va de même pour le second, puis que ces deux solutions sont identiques. 
Le théorème 7.2 indique que la valeur de la fonction objectif du primal est 
inférieure ou égale à celle du dual. 


Théorème 7.2 


Considérons un problème primal sous forme canonique et son dual. Si æ 
et u sont respectivement des solutions réalisables du primal et du dual, alors 


Démonstration 


Nous avons pour le primal Ax < b, puisque æ est une solution réalisable. 
Nous pouvons multiplier cette inégalité par uw’ puisque u’ > 0 : 


u Az < u'b 
Nous pouvons transposer u/b puisqu'il s’agit d’un scalaire. Nous avons 


donc : 
u Az < b'u 


D'autre part, nous avons pour le dual A'u > €, puisque u est une solution 
réalisable. Nous pouvons transposer cette inégalité en : 


u'A > c’ 


Nous la multiplions ensuite par æ, ce qui est possible car æ > 0, et nous 
obtenons : 
u Az > c'x 


De u'Ax < b'u et u'Ax > c'æ, nous en déduisons que : 


c'x <b'u 
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Le théorème 7.3 implique que si le primal possède une solution optimale, 
c’est également le cas du dual et vice-versa. 
De plus, ces solutions optimales sont identiques. 


Théorème 7.3 


Si æ et u sont respectivement les solutions réalisables d’un problème 
primal et d’un problème dual et si c'æ = b'u, alors æ et u sont les solutions 
optimales pour leur problème respectif. 


Démonstration 


Si æ* est une autre solution réalisable quelconque du primal, alors en 
application du théorème 6.2, nous avons : 


c'x* <b'u 

/ 2 N 2 
Or, bu est égal à c'æ, par conséquent : 
c'x* <c'x 


Puisque le primal est un problème de maximisation, æ est une solution 
optimale. 

Un raisonnement analogue montre que u est une solution optimale du 
problème dual. 

Les deux théorèmes suivants ont été énoncé par Gale, Kuhn et Tucker [3]. 


Théorème 7.4 


Une solution réalisable du primal æ est optimale si et seulement s’il existe 
une solution réalisable du dual w pour laquelle c'x = b'u. 

Ce théorème peut être prouvé à l’aide du “lemme de Minkovski-Farka” 
(se référer à Simmonard, 1972, pp. 234-238), qui est un résultat connu depuis 
longtemps en programmation linéaire. 


Théorème 7.5 


a) Un programme linéaire possède une solution optimale finie si et seule- 
ment si lui et son dual possèdent des solutions réalisables. 
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b) Si le problème primal possède une solution optimale infinie, alors le 
dual n’a pas de solution réalisable. 


c) Si le dual ne possède pas de solution réalisable, alors que le primal en 
possède, alors la solution du primal est une solution optimale infinie. 


Ce théorème prouve l’existence du problème dual. Nous avons réuni les 
énoncés précédents dans le tableau ci-dessous. 


Primal 
Dual Réalisable Non réalisable 
Réalisable Solutions optimales Solution optimale infinie 
pour les deux problèmes | pour le dual 
Non réalisable | Solution optimale infinie | Solution optimale 
| pour le primal pouvant se présenter 


Tableau 7.3 : Solutions 


Voici un exemple où le problème primal a une solution optimale infinie et 
où, par conséquent, le dual n’a pas de solutions réalisables. 


Exemple 7.3 Soit le problème de programmation linéaire primal suivant : 


Max z — 2% +% 
S.C. 2%: — Lo < 2 
341 Luc 2%) < 6 
et T1,%2 > 0 


En posant æ1 = 0, on peut faire croître x2 à l'infini, les contraintes restant 
satisfaites. On a donc une solution optimale infinie. Le dual de ce problème 
est : 


Min 2z* — 2u; + Gu 
S.C. 2u, + 3u2 > 2 
—U] — 22 > 1 


et ui, Uu2 > OÜ 
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La seconde contrainte ne peut pas être satisfaite simultanément avec les 
contraintes de non-négativité. Par conséquent, il n’y à pas de solutions réal- 
isables. 

Nous concluons ce paragraphe par un exemple où le primal et son dual 
n’ont pas de solutions réalisables. 


Exemple 7.4 Soit le primal : 


Max z — 3% +2 
S.C. T1 — Lo <Û 
ESS 
et T1,%2 > 0 
le dual est alors : 
Min z* = —w 
S.C. U] — U2 > 2 
ui Use 1 
et U1, u2 > OÙ 


Aucun problème n’a de solution réalisable, car les contraintes ne peuvent 
être satisfaites simultanément. 


7.5 Interprétation économique des variables 
duales 


L'interprétation économique de la dualité dépend directement du problème 
primal. Le tableau 7.4 résume l'interprétation possible d’un problème primal. 


Notation | Interprétation 


Le quantité de produit 7 à fabriquer 

6j profit associé à une unité du produit j 

Qi quantité de ressource À requise pour produire une unité du produit j 
b; quantité de ressource À disponible 

Z profit total provenant de la fabrication de tous les produits 


Tableau 7.4 : Interprétation économique d’un problème primal 
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Exemple 7.5 Pour une entreprise engagée dans deux activités requé-rant 
deux ressources, on pourrait avoir le programme linéaire suivant : 


Le dual du programme (7.5) est : 


Max z — 350%, + 230% 
S.C. 12% + 7x2 < 750 (6.5) (7.6) 
et T1,%2 > O0 
Min z* — 750u; + 200u 
S.C. l2u, + 7u2 > 350 
Tu: + 3U9 > 230 
et ui, Uu2 > 0 


Les solutions de ces deux problèmes sont pour le primal : x, = 0 et 
> — 66,6667 et pour le dual : uw — 0 et u> — 76,6667. Par conséquent 
Ds = 1599204 

Afin de saisir le sens économique des variables duales, appelées en théorie 
économique “prix fantômes” (en anglais “shadow prices”), augmentons la 
ressource 2 d’une unité. Le programme à résoudre devient alors : 


Max z — 35071 + 230% 
:C: < 
S.C 12% + 7to < 750 (7.7) 
7%1 + 3x2 < 201 
et T1,%9 > OÙ 


La nouvelle solution optimale est &1 = 0, x2 — 67 et z = 15 410. La variation 
du profit total est donc égale à 76,66 (— 15 410 — 15 333,34) lorsque l’on 
augmente la ressource 2 d’une unité. 

Cette variation représente justement la valeur de u2 dans la solution op- 
timale du dual. Il n’est donc pas nécessaire de résoudre le problème (7.6). 

Par conséquent, les variables duales u permettent de mesurer l’incidence 
de chacune des ressources sur le profit. En résumé, lorsque la fonction objectif 
est une maximisation, u; mesure le changement marginal de c'x par rapport 
à b;. 

Il est évident que le sens économique des variables duales varie en fonc- 
tion du sens économique du vecteur c. Ainsi, si c représente les profits uni- 
taires, alors u représente le profit marginal imputable à l’augmentation de la 
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quantité disponible d’une ressource. De plus, pour une même interprétation 
du primal, il est parfaitement envisageable d’en trouver plusieurs pour les 
solutions du dual. Supposons que notre exemple soit un problème de max- 
imisation du profit. Dans ce cas, la première interprétation du dual est celle 
qui a été donnée à la page précédente. Supposons maintenant que l’entre- 
prise doive emprunter pour obtenir cette unité supplémentaire de ressource 
2, elle devra payer des intérêts pour cet emprunt. Le calcul du prix fantôme 
indique alors à l’entrepreneur s’il peut emprunter, c’est-à-dire si les intérêts 
sont inférieurs au supplément de profit qu’il peut retirer. Autre hypothèse, 
l’entreprise n’a pas besoin d'emprunter pour acquérir cette unité supplémen- 
taire, elle dispose au contraire de fonds pour lesquels elle cherche le meilleur 
placement. Le calcul de u2 lui indique alors l’avantage qu’elle retirerait à 
placer ces fonds dans des ressources supplémentaires, en sachant bien sûr ce 
que lui rapporterait d’autres possibilités. 

La valeur trouvée pour une variable duale n’est valable que pour la varia- 
tion de la dernière unité de la ressource considérée, comme dans toute théorie 
marginale. 


7.6 L’algorithme dual du simplexe 


On utilise généralement l’algorithme dual du simplexe lorsque la solution de 
base n’est pas réalisable, et que l’algorithme du simplexe primal ne permet 
pas de modifier la base courante; tout particulièrement, si tous les z;—c; > 0, 
mais que æp < 0. Nous verrons au chapitre 8 que l’algorithme dual du 
simplexe doit être utilisé dans de nombreux cas de postoptimisation. Voici 
un exemple d’application de l’algorithme dual du simplexe. 


Exemple 7.6 Soit le programme linéaire suivant : 


Min z — —3%] = 4% 
S.C. æ1 +279 > 12 
27%: + Lo > 9 


et %1,%9 > OÙ 
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Ce problème s’écrit sous la forme standard : 


Min z = —37: = 4t9 
S.C. Zi + 2% — T3 = 12 
2%: + Lo — Ta = 9 
et %Z1,%2,%3,%4 > OÙ 


Si ce programme devait être résolu par la méthode traditionnelle du sim- 
plexe, il faudrait ajouter des variables artificielles, puisque, sous forme stan- 
dard, les coefficients des variables d'écart sont négatifs. Considérons la base 
qui contient les variables x3 et x4, c’est-à-dire : 


Les lei 
B-B LE a 


Pour cette base, la solution correspondante est : 
= 
BE | —9 
D'autre part, 21 — € = 3 et 22 — © = 4. Nous sommes donc dans la situation 
où 2j —C; > 0, mais æg < 0. Nous pouvons dès lors utiliser la méthode duale 


du simplexe, sans ajouter de variables artificielles. 
Le tableau initial est le suivant : 


—3|—-4| 0 |0 
Qi | @ | A3 | @4 
az 1211120 
au —2| —-1| 0 1 
Ci m-g [-osfalofs 
Notons que y; — —a;, puisque B — —1I. Dans la méthode duale du simplexe, 


nous commençons par déterminer quel vecteur sort de la base par le critère : 
(72 =min {x Bi} 
LA 


Il s’agit dans notre cas du vecteur a3. 
Il faut ensuite déterminer quel vecteur va entrer dans la base en calculant 


Zr — C Zj — Cj 
T T =max { T1 :) 
Urk j V5k 
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Dans notre cas nous avons : 


1 : = —= —3 
Q : . —2 — entre dans la base 


Le pivotement s'effectue comme pour le simplexe original et le deuxième 


tableau de notre exemple est alors le suivant : 


Les z; — c; sont tous positifs, mais une des variables de base est encore 
négative, puisque zp4 < 0. C’est donc le vecteur a4 qui doit sortir de la 


base. Nous devons déterminer quel vecteur va y entrer. 


1 2 
— entre dans la base 


a: ———— 
—3/2 5 
’. 


Nous procédons alors au pivotement et le nouveau tableau est 


| Cj -3|[-4] 0 0 
cp | vecteurs de base TB a | & a3 on 
—4 a 5 0 1 | —-2/3 | 1/3 
_ a; 2 d NO) 1/81] 2278 

(re) z=—-26| 0 0 5/3 2/3 


Comme toutes les variables de bases et tous les z;—c; sont positifs, la solution 
de base est réalisable et optimale, avec z1 = 2, æ2 = 5 et z — —26. 
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7.7 Exercices 


1. Trouvez le dual du programme linéaire suivant : 


MAX Z — ZX] + Lo 
S.C. T1 — Lo + T3 < 10 
HD) < 5 
2x3 < 6 
et x; > 0 
2. Idem. 
min Z — Li + Lo + T3 — LA 
S.C. T1 — X2 LT 
T3 — Ta < 9 
— T1 + T3 < 3 
Lo + La < 5 
et x; Sans restriction de signe 


3. Utilisez l’algorithme dual du simplexe pour résoudre ce programme 


linéaire : 
Min z — —2% — L92 
S.C. AT: + Lo > 8 
Ti +T2 29 
et %Z1,%92 > OÙ 
4. Idem. 
Max 2 — —3%1 — x 
S.C. 4x1 + 6% > 4 
PA + To > 1 
et T1,%2 > 0 
5. Idem. 


Min z = 8x1 — 12% 
S.C. —371 — 3% > 1 
2% — 4% > 1 
et %Z1,%92 > Ù 


6. Une usine d’automobiles utilise deux facteurs de production, le capital 
K et le travail L. Elle dispose de deux chaînes de montage dont les 
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fonctions de production pour une automobile sont : 


Chaînes de montage | Fonction de production 


Fi 10K + 4L > 4000 
P2 oK + 4L > 2200 


Sachant que le prix d’une unité de capital est 4 et que celui d’une unité 
de travail est 2, trouvez les quantités de capital et de travail qui min- 
imisent le coût de production d’une automobile à l’aide de l’algorithme 
dual du simplexe. 


Une entreprise produit 3 biens : 1, x2 et x3, qu’elle vend respective- 
ment aux prix de 4, 4 et 8 CHF. Pour ces trois produits, elle dispose 
de trois inputs b1, b et b3. Le tableau ci-dessous présente les quantités 
de chaque input nécessaires à la production d’une unité des différents 
biens ainsi que les quantités d’inputs disponibles : 


Inputs Biens Quantité 
æ1 | &2 | &3 | disponible 


(a) Trouvez le plan de production qui maximise le chiffre d’affaire. 


(b) Cette entreprise désire assurer les inputs contre le feu. Trouvez 
les primes relatives à chaque input permettnat à l’entreprise de 
minimiser la somme des primes, tout en conservant le même revenu 
unitaire pour chaque bien. 


(c) Donnez une interprétation économique du résultat trouvé en (b). 


Chapitre 8 


Postoptimisation et analyse de 
sensibilité 


8.1 Introduction 


L’analyste qui a pour tâche de résoudre des problèmes de programmation 
linéaire ne se contente en général pas de la solution optimale. Il s'intéresse 
également à de nouvelles solutions optimales issues de la modification d’un 
ou de plusieurs éléments du problème original. Cette démarche devrait im- 
pliquer l’établissement d’un nouveau programme linéaire ainsi que le calcul 
d’une nouvelle solution optimale, ce qui peut, selon la compléxité du problème 
considéré, nécessiter beaucoup de temps et d’efforts. Au lieu de recommencer 
toute la procédure à chaque modification, il est souvent possible, sous cer- 
taines conditions, d'utiliser la solution optimale du problème initial comme 
solution de départ du problème modifié. Cette procédure de postoptimisa- 
tion comporte différents types de modifications. D’une manière générale, les 
problèmes qui relèvent de la postoptimisation se répartissent en trois caté- 
gories, à savoir les problèmes impliquant des changements ponctuels parmi les 
paramètres &;;, b; et c;, les problèmes impliquant des changements continus 
et les problèmes impliquant des changements structurels, soit l’addition ou la 
suppression de variables ou de contraintes. Mentionnons que les problèmes 
impliquant des changements continus forment ce qu’on appelle en recherche 
opérationnelle l’analyse de sensibilité. On s'intéresse particulièrement à 
l'intervalle ou domaine dans lequel les paramètres a;;, b; et c; peuvent varier 
sans que la solution optimale ne soit modifiée. 
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8.2 Changements ponctuels parmi les paramètre 
Qij; b; et Cj 


Soit un programme linéaire de la forme : 


Max 2e. =: CT 
sc. Az —= bb 
æ > 0 


où c correspond au vecteur des coefficients associé à la fonction objectif et 
b au vecteur du second membre des contraintes. La matrice À (m x n) des 
coefficients des contraintes est partagée en deux sous-matrices À = [B|N\, 
B correspondant aux vecteurs de base et N aux vecteurs hors base. 


8.2.1 Modification de c en c* 


Ce type de changement est facile à traiter puisque l’ensemble de solutions 
réalisables reste le même. 

Soit B, la base optimale correspondant au programme linéaire original. 
Si le c; modifié est associé à une variable de base, on calcule : 


x + x _ p# 
7j — CG — CBUj— CC 


Si 25 — c; Z 0 pour tout 7, alors la solution optimale du problème orig- 
inal reste la solution optimale du problème modifié. Sinon, il faut utiliser 
l’algorithme du simplexe à partir de la base B. 

Si le c; modifié correspond à une variable non incluse dans la base, le seul 
terme du tableau qui sera modifié est le 2; — c; de la variable en question. II 
devient alors z; — c? et l’on procède ensuite comme précédemment. 

Nous avons montré au chapitre 4 comment un problème de programma- 
tion linéaire pouvait être représenté graphiquement. De la même manière, 
nous allons illustrer l’effet d’une modification du vecteur des coefficients € de 
la fonction objectif en c*. 
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Exemple 8.1 Soit le programme linéaire suivant : 


Maximiser z — 3x1 + 4% 
S.C. 2%1 + T2 < 12 
T1 + 2% < 12 

et T1,%9 > 0 


La Figure 8.1 illustre la représentation graphique de ce problème ainsi 
que la solution optimale +1 = 2 = 4. 


Voyons maintenant comment ce problème se modifie lorsque € — ( 3 4 0 0 | 
est remplacé par c* — ( 6 4 O0 O0 Le 

Nous avons présenté au chapitre 5 la résolution de ce problème à l’aide de 
la méthode du simplexe. Le tableau du simplexe après deux itérations était 


alors le suivant : 


| C; dl 0 EN 
cp | vecteurs de base | æp | a | a | a3 au 
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Avec le nouveau vecteur c* — ( 6 4 0 O0 Le le tableau devient : 


vecteurs de base 


ai 


Comme tous les (2; — c;) > 0, le vecteur æ8 reste une solution de base 
optimale comme dans le problème original. 

Graphiquement, une telle modification correspond à un changement de 
la pente de la fonction objectif. Cette nouvelle situation est présentée dans 
la Figure 8.2, où l’on voit la nouvelle fonction objectif avec z = 40 ainsi que 
la solution optimale +, = 22 = 4. 


Figure 8.2 : Résolution graphique avec €; = 6 


Voyons maintenant deux cas où la solution de base n’est plus optimale. 
Avec € = 8, la solution optimale n’est plus unique, puisque nous avons 
Za — Ca = 0, alors que 23 — c3 > 0. Graphiquement, cela se traduit par une 
situation où la fonction objectif est parallèle à un segment de l’ensemble 
des solutions réalisables (Figure 8.3). Toutes les combinaisons situées sur le 
segment reliant les points (4 ;4) et (6 ;0) sont optimales. 
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Figure 8.3 : Résolution graphique avec €; = 8 


Avec €; = 12, la solution de base x, = x2 — 4 reste réalisable, mais elle 
n’est plus optimale. En effet, le tableau du simplexe devient le suivant : 


| C EE EU 
vecteurs de base 


MEN RMIBES 
4 a) 4 OU MS 578 
(z —c;) 64 | 0 | O | 20/3 | 4/3 


Nous pivotons donc autour de l’élément y24, ce qui nous donne le tableau 
suivant : 
12 a: 6 132117 
0 ai 6 3/2 | -1/2 
(2; D Ci) 72 2 6 


La solution 1 = 6, z2 = 0 (puisque x2 n’est plus dans la base) et x4 — 6 
est optimale, puisque tous les (2; — c;) > 0. Cette situation est illustrée par 
la Figure 8.4. 
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10 | Fa 


0 1 5" À 
VA 
Figure 8.4 : Résolution graphique avec €; = 12 

On peut résumer les solutions pour les différentes valeurs de c dans le 
tableau suivant : 


Fonction objectif Solution optimale 
2 = 6% + 4to (4 ;4) 
z = 8x1 + 4x2 | pas de solution unique 
2 = 12%1 + 4% (6 ;0) 


Nous constatons que, si nous ne modifions que l’accroissement de c1, la 
solution du problème de base reste optimale aussi longtemps que € < 8. 
Lorsque €; = 8, la solution originale reste optimale mais n’est plus unique. 
Dès que c; > 8, la solution originale n’est plus optimale ; l’optimum est alors 
atteint pour x = 6 et x2 — 0. De même, lorsque c, décroît et que tous les 
autres critères sont inchangés, la solution du problème reste optimale aussi 
longtemps que €1 > 2. Si € < 2, le nouvel optimum sera atteint en x1 = 0 et 
22 = 6. Ceci peut se résumer dans le tableau suivant : 


€ Optimum Z 

0 <a <2 (0 ;6) 24 

 =2 pas de solution unique 24 
2<<8 (4 ;4) Ac + 16 

C1 = 8 pas de solution unique 48 

CG > 8 (6 ;0) 6c1 
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8.2.2 Modification du vecteur des contraintes b en b* 


Si l’on remplace b par b*, B reste une base du nouveau problème, mais la 
solution de base correspondante æ%, — B “1b* peut ne plus être réalisable. Il 
s’agit alors de calculer une nouvelle solution. 


(&5,N) = (B "b,0) 


Si B 'b* > 0, alors la solution est réalisable. Et puisque Bic >°0 
pour le nouveau problème (compte tenu du fait que 27 — c? ne dépend pas 
de b), la solution (x%,,æ%,) = (B7'b*,0) est optimale. Si une ou plusieurs 
composantes de b* sont négatives, alors il faut utiliser la méthode duale du 
simplexe à partir de la base B. 


Exemple 8.2 Soit le programme linéaire suivant : 


Max z— 3%, +52 


S.C. T1 +T3 = 4 
2%9 +T4 =: 12 
3T] +2%9 T5 — 18 


T1,...,X5 > 0 


dont la résolution est présentée au chapitre 6. L’optimum est atteint pour 
ti = 2, 2 = 6 et z — 36. La base associée à cette solution est : 


Supposons que b — ( 4 12 18 y soit remplacé par b* = ( 1 12 18 Je 
Dans ce cas : 
T3 —1 
= ll al = "b"=|..6 
T1 À 
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impliquant la faisabilité de la solution puisque x1, 42 > 0. Mais l’une des 
composantes de B7!b* est inférieure à zéro, ce qui nécessite dès lors l’utili- 
sation de l’algorithme dual du simplexe, à partir du tableau suivant : 


Si l’on applique la méthode duale du simplexe, la variable x; entre dans la 
base alors que la variable x3 en sort. Lors de l’étape suivante, le tableau du 
simplexe dual devient alors: 


Ce tableau implique les solutions suivantes 21 = 1, x2 = 6, 25 — 3 et z — 33. 


Graphiquement, lorsque seuls les seconds membres des contraintes sont 
modifiés, les contraintes se déplacent parallèlement à elles-mêmes. 


Dans notre cas, seule la première contrainte se déplace et l’ensemble des 
solutions réalisables se restreint. La Figure 8.5 présente la situation originale, 
le déplacement de la contrainte et la nouvelle situation. On remarque qu'avec 
la nouvelle combinaison optimale, la valeur de la troisième contrainte est 
inférieure au maximum possible. Cela se traduit graphiquement par le point 
(x1, &2) situé en-dessous de la contrainte et par la variable d'écart 5 £ 0. 
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0 es 5 sa 
Figure 8.5 : Résolution du problème 8.2 avec b; = 1 

; 
J 


La solution optimale de base du programme original reste réalisable pour le 
problème modifié. Il s’agit de calculer les valeurs : 


8.2.3 Modification d’un vecteur hors-base a; en a 


CE —1 + #0 SX Ke 
vj=B ai et 2ÿ—-c—=cBy; -c; 


Si 25 — ci Z 0, alors la solution du problème originale reste optimale 
pour le nouveau problème. Dans le cas contraire, on utilise l’algorithme du 
simplexe en commencant à partir de la base B. 

Notons que dans les programmes linéaires pour lesquels les procédures 
sont plus compliquées, des changements de nature plus générale peuvent 
s'effectuer dans À. Dans ce type de situations, il est souvent préférable de 
résoudre les programmes linéaires modifiés à partir du début. 

Reprenons l’exemple et supposons que a4 = ( 0 1 0 y soit remplacé 


par aj = ( GE CT je Il faut dans ce cas calculer : 


24 — C4 — cg" B ‘a — C4 = > 0 


N | Ot 


Comme 24 — € > 0, la solution originale reste optimale. 
Notons que cette modification ne peut pas être représentée graphique- 
ment, puisque le vecteur a4 se trouve en dehors de la base. 
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Dans le cas plus général, modifier un élément a;; correspond au pivote- 
ment d’une contrainte, si aucune autre modification n’a lieu simultanément. 
Voyons ceci graphiquement avec l’exemple 8.1 et supposons que la deuxième 
contrainte du problème devienne : 


Li + 3%2 < 12 
La représentation graphique du problème modifié est présentée à la Figure 
8.6. La solution x, = x2 = 4 n’est plus réalisable, puisqu'elle ne satisfait plus 


la deuxième contrainte. On trouve le nouvel optimum en #1 = 4,8, x2 = 2,4 
et z = 24. 


Figure 8.6 : Modification de 41, nouvelle contrainte et nouvel optimum 


8.3 Changements continus parmi les paramètres 
Qij; b; et Cj 


Soit un programme linéaire de la forme : 


Max ZI CT 
sc. Az — bb 
æ > O0 


dont la solution optimale est æ*. Nous allons nous intéresser aux intervalles 
dans lesquels les paramètres a;;, b; et c; peuvent varier, sans que la solution 
optimale ne change. 
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8.3.1 Changement continu de c en c* 


On suppose que le vecteur des coefficients c est transformé en c* = c+6d, où 
d est un vecteur de changement et 0 un facteur d'échelle, 0 > 0. Le nouveau 
coefficient réduit est : 


* * 


HS = cRy; = (C8 +0dB)y; -c; -0d; 
= 2j — Cj — O(d; — dBy;) 


Si dj —dpy; < 0, alors 27 —cÿ > z;—c; > 0. Mais pour les indices j pour 
Zj — Cj 


Il ls d; — dgy; > 0,2*—-c“=01 = $ 
esquels d; BY; 2 =€) orsque d; — dÿ, 


Soit 


Zj — Cj ; 
MIN 4 ——— si d; — dpy; > 0 
ga) = j { — HE) 7 #5 


OO sinon 


x; hors base et 2* = z + OdzB ‘b 


Tant que 4 < O0), les 2; — ci restent non-négatifs, par conséquent l’ancien 
ensemble de solutions réalisables reste optimal. En revanche la situation où 
g = gù) implique qu’il existe de multiples optimums possibles. Lorsque 
pre g®), l’optimum change ; il convient dès lors de calculer une nouvelle 
solution. Notons que ceci n’est vrai que s’il y a abscence de dégénérescence. 
Habituellement, la nouvelle solution optimale s’obtient par un pivotement à 
partir du tableau optimal précédent. 

On répète cette procédure pour trouver le point 9 = 40) où la nouvelle 
base n’est plus optimale. Généralement, on constate qu’à partir d’un certain 
point gt) = +00, la solution de base optimale ne change plus lorsque 0 est 
augmenté en 4), 


Exemple 8.3 On considère le programme linéaire de l’exemple 8.2. 


Nous avions trouvé comme solution de base optimale : 
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Soit d=(-1 0 0 0 0) Alors dg=(0 0 -1) 


1 

di — d pars 
4 BY4 3 3 

15.1 

ds — dy; es 
He 


ds -dpy;s (1/3) 


Lorsque 4 = 84) = 3, le tableau correspond à : 


ie O1 251100 0 0 

cg | vecteurs de base | æp | a | a | a3 | a as 
0 a; > lool TBE 

5 a2 6 | 0 |1|0 11/2 0 
0 a: D) LE 0 O7 ea S 

(0) 30 | 0 | 0 | 0 | 5/2 0 


On constate que la solution reste optimale, mais qu’elle n’est pas unique. En 
effet, le tableau peut être modifié en entrant la variable x; dans la base et 
en faisant sortir la variable x,. Le nouveau tableau est alors le suivant : 


Cette nouvelle solution, bien que différente, est également optimale. 

La Figure 8.7 présente la solution originale ainsi que la nouvelle solution pour 
! : 

d — ( —1 0 0 0 0 ) et différentes valeurs de 6. 
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Solution originale,  @ 


=0 


Figure 8.7 : Résolution avec différentes valeurs de 0 
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Considérons maintenant des accroïissements supplémentaires de 0, basés 


sur ce tableau révisé. 
dp=(0 0 0) 


Q 
= 
à 
ü 
& 
= 
| 
[æ) 


30 + 


20 - 


0 


Figure 8.8 : Valeur de la fonction objectif en fonction de @ 
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Cela signifie que toute nouvelle augmentation de 0 n’aura aucun effet. 
Cette argumentation peut être démontrée en représentant graphiquement 0 
par rapport à la valeur optimale de z (Figure 8.8). On note que si la solution 
optimale est un fonction discontinue de 0, alors zx est une fonction linéaire 
continue de 6, ceci pour tout programme linéaire. 


8.3.2 Changement continu de ben b* 


Il s’agit ici d'évaluer le domaine de variation des éléments de b, de sorte que la 
solution optimale soit maintenue. La procédure employée est similaire à celle 
présentée ci-dessus, compte tenu que les coefficients variables peuvent ici être 
assimilés à ceux de la fonction objectif du problème dual. Par conséquent, 
on applique l’algorithme de la dualité. 

Soit b ayant subi un changement tel que b* = b+0f, 0 > 0. Dans ce cas, 
le côté droit du programme linéaire devient : 


B''b -B 'b+0(-Bf) 


Si —B f > 0, alors 0 peut être augmenté indéfiniment sans que la solution 
de base courante devienne irréalisable. Mais il faut constater qu’en général, 
on observe une ou plusieurs composantes de B7!f de signe négatif. Par 
conséquent, 0 ne peut pas être augmenté au-delà de : 


OO sinon 


Lorsque 0 — go), la solution optimale est dégénérée. Le pivotement effec- 
tué selon l’algorithme dual du simplexe entraîne une nouvelle base optimale. 


8.4 Changements structurels 


Contrairement aux deux précédentes, cette catégorie de changement n’est 
pas basée sur la modification des paramètres du programme linéaire de dé- 
part, mais sur l’introduction ou la suppression de nouvelles variables ou con- 
traintes. 
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8.4.1 Introduction ou suppression de variables 


On désire introduire une nouvelle variable non-négative z,:1 dans notre 
modèle de départ. À partir de la solution optimale, on calcule y,:1 et 
Zn+1 — Cn+1 = CBUnr1 — Cn+1- 

Si 2n11 — Cn11 > 0, la région réalisable de la base reste la même. Sinon, 
on continue le pivotement par l’algorithme du simplexe. 


La procédure à mener lors de la suppression d’une variable va dépendre 
de la place occupée par cette variable dans le tableau associé à la solution 
optimale. Si x; est une variable hors base, elle prend dès lors une valeur égale 
à 0. Par conséquent, aucune opération n’est à effectuer puisque la région des 
solutions réalisables optimale reste la même. Si par contre x; est une variable 
incluse dans la base, il est nécessaire de la forcer à 0 (à moins qu’elle ne soit 
déjà dégénérée). Pour ce faire, il faut la sortir de la base en utilisant le critère 
de la méthode duale du simplexe. La variable est ignorée dans la suite de la 
résolution, toujours suivant la méthode duale du simplexe. 


Exemple 8.4 Soit la programme linéaire de l’exemple 8.2. 
e Que se passe-t-il si la variable x4 est supprimée? 


Rien dans ce cas puisque x4 n’est pas incluse dans la base du tableau 
relatif à la solution optimale. 


e Que ce passe-t-il si x, est supprimée? 


Reprenons le tableau du simplexe final. 


G See IE 


a3 

@2 

ai 
(z 
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La variable x, sort de la base et la variable x, y entre. 


Il s’agit de la solution optimale. 
e Que se passe-t-il si la variable x2 est supprimée ? 


Cette technique n’est pas utilisable dans ce cas puisque la ligne de x, est 
non-négative. Il faut dès lors utiliser l’algorithme du dual pour déterminer 
quelle variable entre dans la base. 


8.4.2 Introduction ou suppression d’une contrainte 


Pour introduire une nouvelle contrainte dans le tableau associé à la solution 
optimale, il faut la convertir, si nécessaire, sous sa forme d'égalité en intro- 
duisant une variable d'écart. On procède ensuite au pivotement de manière à 
rétablir la forme des colonnes de la base originale selon les critères suivants: 


e si la nouvelle ligne contient des valeurs négatives, on utilise le test ratio 
de la méthode du dual pour déterminer quelle variable entre dans la 
base pour cette nouvelle ligne (pas de sortie de base). 


e si la nouvelle ligne ne contient que des valeurs non négatives et que æg 
est également non négatif, on utilise le test ratio de la méthode du dual 
pour trouver la variable qui entre dans la base 


e si la nouvelle ligne ne contient que des valeurs non négatives mais que 
æB est négatif, le nouveau programme linéaire n’est pas réalisable. 
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8.5 Exercices 


1. Soit le programme linéaire suivant : 


Maximiser z — 2%, + 3% 
S.C. Li + 3% < 6 
2%1 + z2 < 4 

et T1,%9 > 0 


(a) Résoudre ce programme par la méthode du simplexe. 
(b) Étudier les modifications de ce programme linéaire lorsque 


c= (2;3)' est remplacé par c* = (8;3). 


2. Une usine fabrique deux produits P, et P2. Elle utilise les matières 
premières M;, M et M, selon la répartition suivante donnée en tonnes 


PP 
M | 112 
M |412 
M 212 
Elle dispose de 9 tonnes de M, 12 tonnes de WV et 10 tonnes de M3 


par mois. 


(a) Quelle quantité de chaque bien l’usine doit-elle produire pour max- 
imiser son bénéfice, sachant que le bénéfice net est de 6 par unité 
de P, et de 4 par unité de P2 (en milliers de francs). 


(b) Suite au jeu de l'offre et de la demande, le bénéfice unitaire de P; 
n’est plus que de 3. La combinaison calculée au point (a) est-elle 
encore optimale ? 


3. 9oit le programme linéaire suivant : 


Max z — 271 + 370 + 573 
S.C. 4x1 + 8242 + 3 < 400 
LT + 2%9 < 200 


To + 273 < 200 
et T1, L2, L3 0 
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(a) Trouver la solution de base optimale. 


(b) Trouver la nouvelle solution optimale lorsque la fonction objectif 
est remplacée par : 


z = 271 + 2% + Ots 


4. Soit le programme linéaire suivant : 


Max 2 — 3x, + 4% 
S.C. T1 + 2X2 <8 
371 + 322 < 15 
et T1,%2 > 0 


(a) Trouver la solution de base optimale. 


(b) Trouver la nouvelle solution optimale si b — (8; 15)’ est remplacé 
par b* — (8,21). 


(c) Représenter les deux situations sur le même graphique. 


5. Soit le programme linéaire suivant : 


Max z — 8r: + 4m 
S.C. T1 < 2 
T1 + Lo < 5 
et T1,%9 > O0 


(a) Trouver la solution de base optimale. 


(b) Trouver la nouvelle solution optimale si b = (2;5)' est remplacé 
par b* = (1,5). 


6. Soit le programme linéaire suivant : 


Max z — 3x1 + 279 + 53 
S.C. 3%1 + To < 10 
To + 273 < 6 
2% + Lo + La < 8 
et T1, To, T3 > OÙ 


(a) Trouver la solution de base optimale. 
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(b) Étudier la modification de la solution optimale si la deuxième 
contrainte est remplacée par: 


2%3 < 6 


7. Soit le programme linéaire suivant : 


Max z — 5%: + 10% 
S.C. 4x1 + 2% < 12 
T1 + La < 4 
T2 < 3 
et T1,%9 > O0 


(a) Résoudre graphiquement ce système. 


(b) Représenter sur le même graphique les modifications du système 
et de la solution lorsque la deuxième contrainte devient : 


Ti + 2%9< 8 


8. Soit le programme linéaire suivant : 


Max z — 37, +2 
S.C. 2%1 + ïo < 20 
%1 + Lo < 11 
2x1 + 3%2 < 27 
et T1,%9 > OÙ 


(a) Trouver la solution de base optimale de ce programme. 


(b) Soit d( —-1 0 0 O0 0 ).On s'intéresse aux variations des coef- 
ficients de la fonction objectif tel que c* = c +64, 0 > 0. Trouver 
90) tel que la solution originale reste optimale mais ne soit plus 
unique et calculer la nouvelle base. 

(c) Trouver 00) tel que la nouvelle base ne soit plus optimale. 

(d) Recommencer le point précédent jusqu’à ce que la solution opti- 
male ne change plus quelle que soit l’augmentation de 0. 


(e) Représenter graphiquement la valeur de z en fonction de 6. 
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VON NEUMANN Johannes (1903-1957) 


Mathématicien américain d’origine hongroise, il étudie la chimie à Berlin 
et obtient son diplôme d’ingénieur chimiste à l’ETH de Zürich en 1926, en 
même temps que son doctorat à l’université de Budapest. À l’âge de 20 ans, 
il publie une définition des nombres ordinaux, toujours utilisée aujourd’hui. 
Il enseigne notamment à Berlin, Hambourg et Princeton. Von Neumann est 
avant tout connu pour son travail en mécanique quantique : Principes math- 
ématiques de la mécanique quantique (1932) et pour sa théorie des jeux qu’il 
élabore en collaboration avec Oskar Morgenstein Théorie de jeux et com- 
portement économique (1944). Durant les années trente, il travaille avec F. 
J. Murray sur les rings operators appelés dès lors algèbre de Von Neumann. 
Il fut l’un des pionniers de l’informatique en contribuant au développement 
de l’architecture logique des ordinateurs, en avançant la théorie du cellular 
automata et en proposant le bit comme mesure unique de la mémoire in- 
formatique. Durant et après la Seconde Guerre mondiale, Von Neumann 
devient consultant des forces armées américaines et participe notamment à 
l’élaboration de la bombe à hydrogène. 


Chapitre 9 


Problème de transport 


9.1 Introduction 


C’est en 1941 que Frank L. Hitchcock a formulé pour la première fois le 
problème de transport, qui consiste à minimiser le coût de transport total 
d’un plan d’expédition. Le fait de minimiser à la fois la distance totale et le 
coût de transport fait partie de la théorie des flux de réseaux ; il ne sera pas 
abordé ici. Le problème de transport “classique” est en fait un cas particulier 
d’un problème de flux de réseaux. 


9.2 Formulation du problème de transport 


On peut d'écrire un problème de transport de la façon suivante. Une quantité 
donnée d’un produit uniforme est disponible à chacune des origines (par 
exemple des dépôts). Il s’agit d’en envoyer des quantités spécifiées à chacune 
des destinations (par exemple des points de vente). On connaît le coût de 
transport d’une unité de l’une des origines vers l’une des destinations. En 
supposant qu'il est possible d’expédier des produits depuis n’importe quelle 
origine vers n'importe quelle destination, il s’agit de déterminer le coût de 
transport minimum des origines vers les points de destination. 

Nous supposerons qu’il y a m origines et n destinations. 

La variable x;; représentera le nombre d’unités expédiées de l’origine à 
vers la destination j. x;; > 0 pour tout i, j. 

Pour chaque origine à donnée, il y a n valeurs de j possibles ; cela implique 
qu'il y a (m x n) x; différents. 
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On note par a; la quantité disponible du produit à l’origine 1, et par b; la 
quantité requise à la destination j. 
9.3 Equations 


Le total reçu par chacune des destinations est la somme des quantités reçues 
de chaque origine. Les besoins des destinations sont satisfaits si: 


i=1 j=1 


Si c;; est le coût de transport d’une unité de l’origine à vers la destination 7, 
exprimé en francs, alors le coût total de l’expédition se traduit par l’équation 


2 = ),> cut 
j=1 i=1 
= (cit + CGoio + °° Æ CinTin) + °°° + 
+(Cn1Tm1 + +2: + CmnEmn)- (9.2) 


Dans le cas d’un problème de transport équilibré selon l’équation (9.1), 
nous devons donc résoudre le programme linéaire : 


nm mm 
Minimiser z — y Ù Ci Lis 


j=1 i=1 
sous les contraintes : 
Lie A Lime bAn 
nm 
) Ti = 1—=1, .m 
j=1 
mm 
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Outre les n x m contraintes de non négativité, le premier ensemble de m 
contraintes garantit que la quantité envoyée depuis le dépôt à est égale au 
stock disponible à cette origine. L'ensemble de n contraintes garantit que 
chaque destination reçoit la quantité demandée. 

Ceci est un problème de programmation linéaire avec m X n variables et 
m +n contraintes. 

Nous ne faisons pas la restriction a;,b; > 0 car les variables x;; sont 
> 0. Nous admettons cependant que les coûts c;; sont négatifs. Aïnsi, notre 
problème de transport peut aussi représenter des problèmes de maximisation 
Car : 

Maximiser z — >» Cij Ti 
ij 
est équivalent à : 
Minimiser 2 = Ÿ (cit 
ij 

Notons encore que le problème de transport possède toujours une solution 

réalisable, le lecteur pourra vérifier qu’elle est donnée par : 


où 


Les contraintes sont celles décrites ci-dessus. En outre, à cause de la non- 
négativité, chaque variable est bornée vers le haut et vers le bas 


DÉS mn las be) 


Aïnsi, le problème ne peut pas être illimité et une solution optimale doit 
exister. 


9.4 Exemple illustratif 


Une fabrique de conserves expédie des caisses vers des dépôts. Nous voulons 
que le programme d’expédition des caisses minimise le coût de transport total 
des usines vers les dépôts. Pour simplifier, nous supposerons qu’il y a deux 
usines I et IT et trois dépôts À, B et C. Les disponibilités en caisses dans les 
usines a; et les besoins des dépôts b; sont représentées dans le tableau 9.1. 
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j 
350 caisses à l’usine I | 300 caisses au dépôt A 


550 caisses à l’usine IT | 300 caisses au dépôt B 
300 caisses au dépôt C 


Tableau 9.1 : Disponibilités des usines 


On voit tout de suite que la condition (9.1) est vérifiée, puisque : 


Le coût d’expédition, par caisse, entre chaque usine et chaque dépôt est 
consigné dans le tableau 9.2 ci-dessous. 


Origines 


DEEE 


Tableau 9.2 : Coûts d'expédition (en francs par caisse) 


Le problème consiste à déterminer le nombre de caisses que chacune des 
usines doit expédier vers chacun des dépôts de façon à ce que le coût de 
transport total soit le plus faible possible. La fonction objectif à minimiser 
est : 


Minimiser z — 25x11 + 17212 + 16713 + 24%91 + 18% + 14%93 
sous les contraintes 


Li1 + Li9 + L13 — 350 
Loi + Too + Los = 550 (dues aux origines) 


et 


T1 T L21 — 300 
T12 FT L22 — 300 
T13 + T23 = 300 (dues aux destinations) 
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9.5 Résolution du problème 


Le tableau 9.3 du problème de transport sert à exposer tous les éléments es- 
sentiels, constantes et variables, d’un problème de transport. Chaque ligne, 
à l’exception de la dernière, est associée à une origine, chaque colonne, à 
l'exception de la dernière, à une destination. Le coût unitaire c;; est entré 
dans la partie supérieure gauche de la case, ou cellule, qui se trouve à l’in- 
tersection de la ligne à et de la colonne j. Par la suite, nous nous référerons 
à cette cellule (4; j). On peut représenter une solution réalisable donnée au 
problème de transport en écrivant la valeur de chaque variable x;; dans la 
partie inférieure droite de la cellule (1; j). Nous déciderons par convention 
que, lorsqu'une solution réalisable de base est exposée dans un tableau de 
transport, la valeur d’un x;; particulier n’y est effectivement rentrée que si 
et seulement si x;; est dans la base. Comme les variables non-basiques (dont 
la valeur est zéro) ne sont pas montrées dans le tableau, l'apparition d’un 
ou de plusieurs zéros indique que la base est dégénérée. Finalement, les dif- 
férentes offres et demandes sont respectivement inscrites dans la colonne la 
plus à droite et la ligne du bas. Aïnsi, on peut tout de suite déterminer si 
une solution réalisable de base satisfait toutes les contraintes en sommant 
tous les x;; sur les lignes et les colonnes. Les éléments à; et d; seront étudiés 
plus tard. 


Tableau 9.3 : Modèle du tableau de transport 


Définition 9.1 Une séquence de quatre cellules différentes, ou plus, dans 
un tableau de transport est appelée une boucle, si elle possède les propriétés 
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suivantes : 


e deux cellules consécutives doivent se trouver soîit sur la même ligne, soit 
sur la même colonne. 


e il ne doit pas y avoir trois cellules consécutives dans la même ligne ou 
la même colonne. 


Remarque 9.1 La première cellule est considérée comme suivant la dernière 
dans la séquence. 


Les figures ci-dessous présentent deux exemples de boucles, puis deux 
exemples qui ne sont pas des boucles 


LT — 


Figure 9.1 : Deux exemples de boucles 


Figure 9.2 : Deux exemples qui ne sont pas des boucles 


9.6 Boucles et dépendances linéaires 


Dans cette section, nous allons établir les fondements théoriques du développe- 
ment de l’algorithme de transport et de l’algorithme de Stepping Stone qui 
en dérive. Comme cela deviendra évident plus tard, cet algorithme est essen- 
tiellement une adaptation de la méthode du simplexe, qui utilise la notion 
de boucle pour effectuer des pivots directement sur le tableau de transport. 
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Nous remarquons premièrement qu’un ensemble $S de cellules d’un tableau 
de transport est dit contenant une boucle si les cellules de S, ou un sous- 
ensemble parmi elles, peuvent être rangées de sorte à former une boucle. 
Voyons le théorème 9.1. 


Théorème 9.1 Soit S représentant un ensemble de colonnes de la matrice À 
d’un problème de transport. Les colonnes de S sont linéairement dépendantes 
si et seulement si leurs cellules correspondantes dans le tableau de transport 
contiennent une boucle. 


Il découle du théorème 9.1 qu’une solution contenant 
m + n — 1 variables réelles est une solution réalisable si et seulement si ses 
cellules correspondantes dans le tableau de transport ne contiennent pas de 
boucle. 


Théorème 9.2 Soit les colonnes b1,...,bnin 1, constituant une base réali- 
sable pour le problème de transport. Dans la représentation d’une colonne 
non basique a4 Comme combinaison linéaire des vecteurs de base : 


m+n—1 


Apq — | Vepqbk 
k=1 


chaque élément Y est —1, O0 ou 1. 
Dans l'exposé du théorème, le symbole by représente la &°M€ colonne dans 
la base, qui est bien sûr une des colonnes a;; de la matrice des contraintes. 


9.7 Recherche de la solution réalisable de base 
initiale 
e Méthode de la matrice minimale (Minimum Entry Method) 
Étape 1 Trouver la cellule (p; q), telle que c,, est le plus petit coût de tout 
le tableau. 


Étape 2 Envoyer le maximum d’unités pour la cellule (p; q). Ainsi x, est ini- 
tialisé comme étant le min{a,;b,}. Ajuster ensuite a, et b,, en tenant compte 
du montant x, à expédier. Exprimons cette phrase à l’aide d’inégalités : 


La, =" na», bar 
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a —  Ap — Lpq 


D, = by Tr (9.3) 


Entourer (ou mettre en évidence d’une autre manière) le coût c,,. À la fin 
de cette étape, soit a,, soit b, est nul, soit les deux. 


Étape 3 
(a) Si a, — 0 et b, > 0, cela signifie que l’origine p a été “vidée”. Il 
faut donc éliminer la ligne p du tableau. 


(b) Sid, = Det a, > 0, cela signifie que la destination q est entièrement 
satisfaite et qu’il reste des marchandises dans le dépôt p. Il faut 


donc éliminer la colonne q du tableau. 


(c) Si a, — 0 et b, — 0, nous nous trouvons dans un cas dégénéré. 
On élimine alors la ligne p, à moins qu’elle ne soit la seule ligne 
restante du tableau ; auquel cas il faut éliminer la colonne q. 


Étape 4 


(a) S'il reste un total de deux ou plusieurs lignes et colonnes non 
encore éliminées, reprendre à l’étape 1. 


(b) S'il ne reste qu’une ligne non éliminée, la solution réalisable de 
base initiale est déterminée par les cellules entourées. 


Appliquons cette méthode à notre problème de référence. Le tableau de 
transport initial est : 


Destinations Offre 
Origines 1 2 3 
1 25 17 16 


2 24| 18] 14 
Demande | 300 | 300 | 300 900 | 


Tableau 9.4 : Tableau de transport initial 


Pour des raisons pratiques dues à l’utilisation d’un traitement de texte, 
nous utiliserons les notations suivantes pour la suite de ce travail : 
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e & à gauche d’une ligne ou en haut d’une colonne pour montrer que 
cette ligne ou cette colonne a été éliminée ; 


e D pour montrer qu’une cellule (p; q) fait partie de la base : 
e » pour mettre en évidence la nouvelle valeur de a, ou b. 


Étape 1 La cellule (p; q) choisie est la cellule (2 ;3) dont le coût (14) est le 
plus petit de l’ensemble du tableau. 


Étape 2 Calculons 23, a} et b,. 
ts —  min{550; 300} — 300 
dy — G2— 23 = 550 — 300 — 250 
b, . b3 — x23 — 300 — 300 — 0 
Étape 3 Comme a, = 250 et b, = 0, il faut éliminer la colonne 3. 
Étape 4 Il reste deux lignes (1 et 2) et deux colonnes (1 et 2), il faut donc 
choisir un nouvel x, qui entrera à son tour dans la solution réalisable de 


base initiale. 
Rédigeons d’abord le tableau après cette première itération. 


Destinations Offre 
Origines 1 
1 25 
2 24 


D 0 


Tableau 9.5 : Tableau après la première itération 


Reprenons nos calculs à l'étape (1) avec un tableau réduit aux lignes 1 et 
2 et aux colonnes 1 et 2. 


Étape 1 Le coût minimum sur ce tableau est 17, soit celui de la cellule (1 
:2) ; on va donc initialiser æ12. 


Étape 2 
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219 = min{a1;b2} = min{350; 300} — 300 
ai = &1 — æ12 = 350 — 300 = 50 
b, = b3 — z12 = 300 — 300 = 0 


Origines 
2 
Demande | 300 | 300 | 300 | 900 | 
D 0 D 0 


Tableau 9.6 : Tableau après l’étape 2 


Étape 3 a, = 50 et b, = 0, il faut donc éliminer la colonne 2. Comme il 
reste deux lignes et une colonne, nous n’avons pas terminé, nous cherchons 
alors le troisième +, à entrer dans la base. 


Étape 1 Le coût minimum sur la ligne 1, la ligne 2 et la colonne 1 est 24, 
soit le coût de la cellule (2 ;1). 


Étape 2 


za = min{as; b} = min{250; 300} = 250 
ay = Q2 — Tai = 250 — 250 = 0 
D = bi — xa1 = 300 — 250 = 50 


Étape 3 a, = 0 et b, = 50, on élimine donc la ligne 2. 


Étape 4 Il reste une ligne (1) et une colonne (1), il faut donc procéder à une 
quatrième itération. 
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Demande 300 300 300 900 


Tableau 9.7 : Tableau après la troisième itération 


Étape 1 Le seul Ty4 AUi peut encore entrer dans la base est 711. 
Étape 2 


œu = min{a;b1} = min{50; 50} = 50 
ai = @ — æu = 50 — 50 = 0 
bi = bi — &11 = 50 — 50 = 0 


Étape 3 a, = O et b, — 0, la ligne 1 est la dernière des lignes, on élimine 
donc la colonne 1. 


Étape 4 Il ne reste que la ligne 1, nous avons donc terminé ! 


Destinations Offre 


Origines 


Tableau 9.8 : Tableau après la quatrième itération 


À l’aide de cet exemple, nous pouvons vérifier les affirmations formulées 
précédemment. Tout d’abord, en raison de la redondance, on trouve une 


256 Problème de transport 


solution réalisable de base initiale avec (m+n—1) variables, ici 24+3—1 = 4. 
Ensuite, à chaque itération, une seule contrainte est satisfaite, ce qui se 
voit facilement sur le tableau. La dernière contrainte est automatiquement 
satisfaite à la dernière itération ; donc, si après la quatrième itération l’une 
des origines ou des destinations avait eu une valeur non-nulle, cela aurait 
signifié qu’il n'existe pas de solution réalisable. 

Nous pouvons maintenant calculer le coût de transport total de ce plan 
d'expédition : 


ŸS cit = 25(50) + 17(300) + 24(250) + 14(300) 
j=1 i=1 


16 550 


R 
| 


Il ne s’agit pas encore du coût minimum ; il sera déterminé lors de la 
recherche de la solution réalisable optimale. 


e Méthode du coin nord-ouest (Northwest Corner Rule) 


De même que la méthode que nous verrons plus loin, cette méthode ne dif- 
fère de la précédente que par le critère appliqué à l'étape (1), exposée ici, 
les étapes (2), (3) et (4) restant les mêmes. Nous présenterons les calculs 
complets des différentes itérations, ainsi que les tableaux obtenus. De cette 
manière, le lecteur pourra juger des différences entre chacune des méthodes. 


Étape 1 Localiser la cellule (p; q) qui se trouve dans le coin nord-ouest, c’est- 
à-dire en haut à gauche, de la partie non-éliminée du tableau de transport. 


Voyons immédiatement à l’aide de notre exemple quels sont les résultats 
obtenus. Nous repartons du tableau initial. 


Destinations Offre 
Origines 1 2 3 

1 25. Er Ir. 16 390 
| 2 24| 18| 14 550 


Demande | 300 | 300 | 300 900 


Tableau 9.9 : Tableau initial 
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Étape 1 Le tableau restant se compose de deux lignes et de trois colonnes : 
son coin nord-ouest est la cellule (1 ;1), x11 entre donc dans la base. 

Étape 2 


œu = min{@;b1} = min{350; 300} — 300 
a, = à1 — Zy1 = 350 — 300 = 50 
D = bi — x11 = 300 — 300 = 0 


Étape 3 a, = 50 et b, — 0, on élimine donc la colonne 1. 


Etape 4 Il nous reste deux lignes et deux colonnes, nous n’avons donc pas 
terminé. 


Offre 
Origines 
‘ 350 
50 
2 550 
Demande | 300 | 300 | 300 | 900 
b 0 


Tableau 9.10 : Tableau après la première itération 


Étape 1 Le tableau restant se compose des lignes 1 et 2 ainsi que des colonnes 
2 et 3 ; son coin nord-ouest est donc le cellule (1 ;2). 


Étape 2 
æ12 = min{a; b2} = min{50; 300} — 50 
a = @1 — 12 = 50 — 50 = 0 
Ds = ba — 12 = 300 — 50 — 250 
Étape 3 a, = 0 et b, — 250, on élimine donc la ligne 1. 


Étape 4 Il reste une ligne et deux colonnes, il faut donc reprendre la dé- 
marche à l'étape (1) afin d'opérer une troisième itération. 
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Destinations Offre 
Origines 1 2 3 
CA 
1 à 25 17 16 350 
300 O 50 D 0 | 
2 24 18 14 550 | 
Demande 300 300 300 900 
D (0 » 250 


Tableau 9.11 : Tableau après la deuxième itération 


Étape 1 Le tableau est maintenant constitué des colonnes 2 et 3 et de la 
ligne 2, son coin nord-ouest est donc la cellule (2 :2). 
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Étape 2 


%92 = min{a; b2} = min{550; 250} = 250 
as = @2 — %22 = 550 — 250 — 300 
D, = ba — x22 = 250 — 250 = 0 


Étape 3 a, — 300 et b, — 0, on élimine donc la colonne 2. 


Etape 4 Comme il reste une ligne et une colonne, une quatrième itération 
est nécessaire. 


Destinations Offre 
Origines 1 2 3 
$ # 
1 à 25 17 16 350 
D 300 50 D 0 
2 24 18 14 550 
D 250 » 300 
Demande 300 300 300 900 
D (0 D 0 


Tableau 9.12 : Tableau après la troisième itération 


Étape 1 Il ne reste que la ligne 2 et la colonne 3, donc le coin nord-ouest 
est la cellule (2 ;3). 


Étape 2 
%23 = min{@; b3} = min{300; 300} — 300 


ay = @2 — T3 = 300 — 300 = 0 
b, = b3 — x23 = 300 — 300 = 0 


Étape 3 a, = 0 et b, — 0, la ligne 2 est la dernière ligne, on élimine donc la 
colonne 3. 


Étape 4 Il ne reste que la ligne 2, la solution réalisable de base initiale est 
trouvée. 


260 Problème de transport 


Destinations 


Origines 


350 

D 0 

550 

D 0 

Demande 300 300 300 900 


D 0 D 0 D 0 


Tableau 9.13 : Tableau après la quatrième itération 


Nous pouvons calculer le coût de transport total de ce plan d'expédition 


z = 25(300) + 17(50) + 18(250) + 14(300) = 17 050 


On voit tout de suite que la solution trouvée n’est pas optimale. En effet, 
le coût total de ce plan de transport est plus élevé que celui trouvé à l’aide 
de la méthode de la matrice minimale, qui était de 16 550. 


e Méthode de Vogel (Vogel’s Approximation Method) 


Cette méthode est assez proche de celle dite de la matrice minimale, mais 
elle est un peu plus élaborée. 

Le critère de choix de x,, est en apparence un peu plus compliqué, mais 
il est par contre efficace. Le reste de la démarche ne change pas comme nous 
l’avions déjà signalé ci-dessus. Ce critère est le suivant : 


pour chaque ligne (à — 1,...,m) restant dans le tableau, trouver dans 
des colonnes non éliminées le plus petit coût et le second plus petit ; calculer 
leur différence. Procéder de même pour les colonnes. 


On choisit ensuite la cellule (p:; q), dont le coût est minimum dans la ligne 
ou la colonne déterminée par une différence de coûts maximum. 

Si des lignes ou des colonnes ont une différence de coûts égale, alors on 
choisit la ligne ou la colonne en utilisant l’ordre de préférence suivant : 
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ligne 1, ligne 2,..., ligne m, colonne 1, colonne 2,..., colonne n. 


Voyons, itération par itération, les résultats obtenus pour notre 
exemple. Comme précédemment nous présenterons des tableaux à chacune 
des itérations, en repartant comme il se doit d’un tableau vide. 


Destinations 
Origines d 3 


1 25) 17] 16] 350 
[2 24] 18] 14] 550] 


Demande | 300 | 300 | 300 900 


Tableau 9.14 : Tableau initial 


Étape 1 Pour la ligne 1, les deux coûts les plus bas sont 16 et 17, leur 
différence est 1. 

Pour la ligne 2, on prend 14 et 18, la différence est 4. 

Pour la colonne 1, la différence est 1. 

Pour la colonne 2, la différence est 1. 

Pour la colonne 3, la différence est 2. 

La différence maximale est celle de la ligne 2 (elle est égale à 4), on 
cherche donc sur la ligne 2 quel est le coût minimal. Il s’agit de 14, c3. 
ALOIS Tpq = T3. 


Étape 2 


%23 = min{@; b3} = min{550; 300} — 300 
dy = Q2 — T3 = 550 — 300 = 250 
b, = b3 — x23 = 300 — 300 = 0 


Étape 3 a, — 250 et b, — 0, il faut donc éliminer la colonne 3. 


Étape 4 Il reste deux lignes (1 et 2) et deux colonnes (1 et 2), il faut donc 
choisir un nouveau x, qui entrera à son tour dans la solution réalisable de 
base initiale. 


262 Problème de transport 


Destinations 


Origines 


1 


Demande | 300 | 300 | 300 900 
D 0 


Tableau 9.15 : Tableau après la première itération 


Reprenons donc nos calculs à l’étape (1) avec un tableau réduit aux lignes 
1 et 2 et aux colonnes 1 et 2. 


Étape 1 La différence maximale est obtenue pour la ligne 1 : elle est égale 
à 8. Le coût minimum de cette ligne est 17, celui de la cellule (1 ;2) ; on va 
donc initialiser x12. 


Étape 2 


212 = min{a1;b2} = min{350; 300} — 300 
a, = à1 — Z12 = 350 — 300 = 50 
D, = b2 — x12 = 300 — 300 = 0 


Destinations 
Origines 1 2 3 
% à 
1 29:1l, 16 390 
O 300 D 50 
2 24 | 18 14 550 
0 300 |p 250 
Demande | 300 | 300 300 900 
D (0 D 0 


Tableau 9.16 : Tableau après la deuxième itération 
Étape 3 a, = 50 et b, — 0, il faut donc éliminer la colonne 2. 


Etape 4 Comme il reste deux lignes et une colonne, nous n’avons pas ter- 
miné, on cherche alors le troisième x, à entrer dans la base. 
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On revient à l’étape 1 pour la troisième itération. 


Étape 1 x, = tu entre dans la base, car la différence de la première ligne 
est 25, celle de la deuxième ligne 24 et celle de la première colonne 1. 


Étape 2 
œu = min{a; bd} = min{50; 300} = 50 
a = &1 — æu = 50 — 50 = 0 
bi = bi — x11 = 300 — 50 = 250 
Étape 3 a, = 0 et b, = 250, on élimine donc la ligne 1. 


Étape 4 Il reste la ligne 2 et la colonne 1, une quatrième itération est 
nécessaire. 


Destinations 
Origines 1 2 3 


300 


> 250] b 1 0 


| Demande | 300 | 300 


Tableau 9.17 : Tableau après la troisième itération 


On revient à l’étape 1 par la quatrième itération. 


Étape 1 Il ne reste que la cellule (2 ;1) qui se trouve à la fois sur une ligne 
et une colonne non-éliminées. 


Étape 2 
za = min{as; bd} = min{250; 250} — 250 


@, = @2 — %a1 = 250 — 250 = 0 
bi = bi — x21 = 250 — 250 — 0 
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Étape 3 a, — 0 et b, — 0, on élimine donc la colonne 1, puisque la ligne 2 
est la dernière des lignes. 


Étape 4 Il reste une ligne (2), nous avons donc terminé. 


Destinations Offre 


Origines 1 2 3 


Tableau 9.18 : Tableau après la quatrième itération 


Nous pouvons maintenant calculer le coût de transport total de ce plan 
d'expédition : 


n om 
Z — ) ; Cijlij 
j=1 i=1 


= 25(50) + 17(300) + 24(250) + 14(300) = 16 550 


On obtient par hasard la même solution réalisable de base initiale qu’avec 
la première méthode proposée. Ceci est à considérer comme une exception 
due aux dimensions réduites du problème choisi comme exemple. 


9.8 Remarques 


Les trois méthodes exposées ci-dessus sont équivalentes. Cependant, les ré- 
sultats obtenus ne le sont pas. La méthode du coin nord-ouest est celle qui 
demande le moins de temps pour trouver la solution réalisable de base ini- 
tiale, car son critère de choix à l'étape (1) est très simple. En revanche, elle 
ne donne en général pas une “bonne” solution de départ ; le coût total du 
plan de transport généré étant assez éloigné de l’optimum. On le remarque 
déjà pour notre petit problème. 


9.9. Optimisation de la solution 265 


Les deux autres méthodes exigent davantage de temps de calcul, leur 
étape (1) étant plus longue. En revanche, elles donnent de meilleurs résultats. 
Le surcroît de temps nécessaire pour trouver la solution réalisable de base 
initiale est compensé par la suite, car on arrive plus rapidement à la solution 
optimale. On considère que la méthode Vogel donne les meilleurs résultats. 


9.9 Optimisation de la solution 


Nous allons maintenant étudier un algorithme permettant de trouver la so- 
lution réalisable de base optimale. Cet algorithme utilise la propriété des 
boucles. 


e Algorithme Stepping Stone 


Comme dans la méthode du simplexe, il s’agit de faire entrer un nouvel 
élément, représenté par sa cellule (p;r), dans le tableau, c’est-à-dire dans la 
base, et d’en faire sortir un autre. 


À partir de la solution réalisable de base initiale que nous avons obtenue 
par la méthode de la matrice minimale, essayons de voir quel effet l’intro- 
duction de la cellule (2 ;2), puis de la cellule (1 :3) dans la base peut avoir 
sur la fonction objectif. La quantité de marchandises “expédiée” pour cette 
cellule sera représentée par la lettre s. 


En partant du tableau final obtenu par la méthode de la matrice minimale 
(tableau 9.8), on introduit une nouvelle cellule avec un montant s. Il faudra 
faire les corrections suivantes sur la base initiale en parcourant la boucle (le 
sens de parcours peut se choisir de manière arbitraire) : soustraire s à la 
cellule adjacente sur la boucle ; additionner s à la cellule suivante sur la 
boucle. Continuer ainsi alternativement jusqu’à la fin de la boucle. 


Représentons sur un tableau simplifié l'introduction de la cellule (2 ;2). 


266 Problème de transport 


pestinations 


990 


5 


Demande | 300 — 300 - 300 900 | 


Tableau 9.19 : Introduction de la cellule (2 ;2) 


Notons que toutes ces opérations ne changent en rien les montants disponibles 
aux origines ni les montants demandés aux destinations. Il est évident que 
s doit être positif, donc les expressions 250 — s et 300 — s doivent, toutes 
deux, être non-négatives. Aïnsi, l'éventail des valeurs possibles pour s est 
0 < s < 250. 

Voyons l'effet obtenu sur la fonction objectif ; z avait auparavant la valeur 
suivante : 

z = 25(50) + 17(300) + 24(250) + 14(300) 


Il vaut maintenant : 
z = 25(50 + s) + 17(300 — s) + 24(250 — 5) + 14(300) + 18s 
La différence est donc : 
185 — 245 + 25s — 17s = +25 


Ainsi, comme 8 > 0, z augmentera de 2s ; on n’améliore pas la solution 
initiale en introduisant la cellule (2 ;2) dans la base. 

Reprenons le même raisonnement pour l'introduction de la cellule (1 :3) 
dans la base. 


Destinations Offre 
Origines 1] 2 3 
1 25 17 16 350 
50-s 300 S 
2 24 18 14 550 
250+s 300-s 
Demande | 300 300 300 900 


Tableau 9.20 : Introduction de la cellule (1 ;3) 
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Les valeurs possibles pour s sont 0 < s < 50. 
L'effet sur z est 165 — 255 + 24s — 145 — s. 
Il n’est pas non plus optimal d'introduire la cellule (1 ;3) dans la base. 


Avant de formaliser ce que nous venons de voir, rappelons-nous briève- 
ment la notion de boucle, vue précédemment dans la section (9.5). 
Une boucle est définie par les deux critères suivants : 


(a) deux cellules consécutives doivent se trouver soit sur la même 
ligne, soit sur la même colonne, 


(b) trois cellules consécutives ne doivent pas se trouver dans la même 
ligne ou la même colonne. 


De plus, la solution réalisable de base ne forme jamais une boucle ; il faut 
introduire une nouvelle cellule, qui, elle, permettra de former une boucle avec 
au moins trois cellules de base. 


Définition 9.2 La valeur d’une boucle, ou évaluation d’une cellule, est déter- 
minée de la façon suivante : 

soit B(p; q) la boucle unique formée lorsque la cellule (p; q) est introduite 
dans la base. En partant de (p; q), dans l’une ou l’autre des directions, nous 
parcourons la boucle en nommant alternativement les cellules soit recevantes, 
soit cédantes, le tout en considérant (p; q), comme cellule recevante. La valeur 
de B(p;q), notée v(p;q) est obtenue en additionnant les coûts des cellules 
recevantes et en soustrayant les coûts des cellules cédantes. 


Dans notre exemple, la boucle associée à la cellule (2 ;2) est formée par 
les cellules (2 ;2), (2 ;1), (1 ;1) et (1 ;2). Elles sont nommées alternativement, 
recevante, cédante, recevante, cédante. 

Ainsi la valeur de cette boucle est : 


U(2; 2) = Co2 — Co + C1 — C2 = 18 — 24+25 — 17 = 2 


Lorsqu'il faudra choisir les cellules candidates pour entrer dans la base, on 
sélectionnera celles dont la valeur de boucle associée est négative. Ensuite, 
on peut appliquer une démarche analogue à celle de la phase 2 du simplexe, 
à savoir choisir la cellule associée à la valeur de la boucle la plus négative. 

Voyons maintenant la méthode à suivre pour opérer le changement de 
base. Les seuls changements à faire concernent les cellules de la base incluses 
dans la boucle avec la cellule candidate sélectionnée. 
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Soit x,,, le montant à déterminer pour la cellule (p;q) entrant dans la 
base, x;; les montants des cellules dans la base avant le changement et x; les 
montants après le changement de base. 


Voici la méthode pour faire entrer une cellule candidate: 


(a) x, = min x;; des cellules cédantes de la boucle associée à (p; q); 


! 


l = 43 
(b) pour les cellules recevantes x; = ti; +7, 


pour les cellules cédantes 2°, = ti; — 2; 
(c) la cellule (p; q) est introduite dans la base et la cellule (4; j) cédante 
avec t;; minimum est sortie de la base. 


Définition 9.3 Un problème de transport est dit non dégénéré si pour toute 
solution réalisable de base nous avons x;; > 0 pour les m + n — 1 cellules de 
la base correspondante. 


Le théorème 9.3 est à la base de l’algorithme Stepping Stone. 


Théorème 9.3 Supposons qu’une solution réalisable de base d’un problème 
de transport est telle que les valeurs de boucle associée à toutes les cellules 
hors de la base sont non-négatives. Alors la solution réalisable de base est 
optimale. 


Il est possible d'exprimer ce théorème différemment. 


Théorème 9.4 Soit une solution réalisable de base donnée d’un problème 
de transport non dégénéré. Supposons que pour l’une des cellules hors de la 
base, la valeur de boucle soit négative. Alors l'introduction d’une telle cellule 
dans la base permettra de former une nouvelle solution réalisable de base, 
pour laquelle le coût total de transport sera inférieur à celui de la solution 
actuelle, qui n’est donc pas optimale. 


Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires pour formuler 
l'algorithme Stepping Stone. 


Étape 1 Établir le tableau de transport initial. 


Étape 2 Utiliser l’une des méthodes de calcul vues dans la section 9.7, pour 
obtenir une solution réalisable de base initiale. 


Étape 3 Calculer les valeurs de boucles associées aux cellules hors de la base. 
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(a) Si toutes ces valeurs sont non-négatives, la procédure est achevée, 
la solution réalisable de base courante est optimale. 


(b) Si, pour une cellule hors de la base, on obtient une valeur de boucle 
négative, celle-ci est candidate pour entrer dans la base ; passer 
alors à la phase 4. 


Étape 4 Introduire une cellule candidate (p; q) dans la base à l’aide de la 
méthode d’entrée. Reprendre ensuite à l’étape 3. 


Appliquons cet algorithme à notre exemple. 


Étape 1 
Destinations Offre 
| Origines 1 2 3 | 
25 | 17 | 16 390 
—; 24 | 18] 14 . 
ne 300 | 300 | 300 900 | 


Tableau 9.21 : Tableau de transport initial 


Étape 2 À l’aide de la méthode du coin nord-ouest, nous avions obtenu la 
solution réalisable de base initiale suivante : 


Destinations Offre 
Origines Re 


| 
| 
| 350 


DEEP E 
| Demande En 300 DE 300 ] 900] 


Tableau 9.22 : Solution réalisable de base initiale 
Étape 3 Calculons maintenant les valeurs de boucles pour les cellules hors 


de la base (1 ;3) et (2 ;1). 


u(1; 3) —= C13 — C93 + Co2 — C9 = 16 — 14 +18 — 17 = 3 
u(2;1) C21 — C11 FT C12 — C22 = 24 — 25 +17 — 18 — —2 
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Ces valeurs sont du reste reportées dans le tableau ci-dessus, à l’endroit 
réservé aux x;j. C’est ainsi que l’on procédera lors de tout calcul fait à la 
main. On remarque que v(2;1) < 0 ; par conséquent, la solution actuelle 
n’est pas optimale. 


Étape 4 On peut améliorer la solution en faisant entrer (2 :1) dans la base. 
Opérons donc le changement de base tel qu’il est décrit dans la méthode 
d'entrée. 


(a) 25: minis to) =nus{3800;2507—=250 
(b) zh = œio + æh, = 50 + 250 = 300 
2 = œu — 2 = 300 — 250 = 50 
Too = L929 — Lo = 250 — 250 = 0 
(c) La cellule (2 ;1) entre dans la base ; la cellule (2 ;2) en sort. 


Voici le tableau obtenu après le changement de base : 


Destinations 
Origines | 1 | 2 | 
ME Er 
lex" ol 
Demande | 300 ] 300 ] 300 ] 900] 


Tableau 9.23 : Tableau après la première itération 


Le calcul des valeurs de boucle pour (1 ;3) et (2 ;2) nous a permis d’obtenir 
les résultats reportés dans le tableau 9.23. On voit que v(1;3) = 1 et u(2;2) — 
2. Comme toutes deux sont non-négatives, la solution actuelle est la solution 
réalisable de base optimale du problème. 

Une remarque concernant la boucle b(1;3) s'impose. La cellule (1 ;2) 
ne fait en aucun cas partie de cette boucle, par conséquent, il n’y à pas 
trois cellules consécutives sur la ligne 1, contrairement à ce que l’on pourrait 
croire. Lors de la recherche d’une boucle, on peut ignorer toute cellule de 
base unique sur une ligne ou une colonne. 

Revenons à notre solution ; nous remarquons qu’elle est la même que la 
solution réalisable de base initiale trouvée, soit par la méthode de la matrice 
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minimale, soit par la méthode Vogel, pour lesquelles z — 16 550. Ceci montre, 
sur ce petit problème, que ces deux méthodes sont plus efficaces que celle du 
coin nord-ouest. Il est bien clair que pour des problèmes plus grands que 
celui envisagé ici, ni la méthode de la matrice minimale, ni la méthode Vogel 
ne donnent directement la solution réalisable de base optimale. 


9.10 Exercices 


1. Trouver la solution réalisable de base initiale du problème donné ci- 
dessous par son tableau à l’aide des trois méthodes exposées (matrice 
minimale, coin nord-ouest et Vogel) et comparer les résultats. 


Destinations 


Origines 


[ Demande | 52] 68] 80] | 


2. Optimiser la solution réalisable de base donnée par la méthode du coin 
nord-ouest dans l'exercice 1. 


3. Dire si la solution donnée dans le tableau ci-dessous est optimale. 


Origines 
1 11 
2 22 
3 9 
Demande | 400 400 400 1200 


4. Résoudre le problème de transport suivant, donné par son tableau ini- 
tial, en utilisant la méthode du coin nord-ouest pour trouver la solution 
réalisable de base initiale et l’algorithme de Stepping Stone pour cal- 
culer la solution réalisable de base optimale. 
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Problème de transport 


Destinations Offre 

Origines 1 2 3 
1 12 9 dé 390 
2 15 22] 21 400 
3 23| 17]. 11 220 
Demande | 500 | 300 | 170 970 


5. Résoudre le problème suivant donné sous forme matricielle en utilisant 


la méthode de votre choix. 


Minimiser z 
sous contraintes 


où 


et 


c=(#43;9,:10:27;:6:8:11:9 7:54 658; 12; 115: 79) 


m=4, n=5 et 


120 
180 
200 
250 
b= | 100 
200 
150 
170 
130 
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KANTOROVICH Leonid Vitalyevich (1912-1986) 


Leonid V. Kantorovich obtint son doctorat en mathématiques à l’Université 
de Leningrad en 1930, à l’âge de 18 ans. Il devint professeur dans cette 
même université en 1934, un poste qu’il occupa jusqu’en 1960. De 1961 à 
1971, il dirigea le département de mathématiques et d'économie de la branche 
sibérienne de l’Académie Soviétique des Sciences, puis de 1971 à 1976, le 
laboratoire de recherche de l’Institut de Planification économique nationale 
à Moscou. 

Kantorovich recevit en 1975 le prix Nobel d'économie pour ses travaux 
sur l’allocation optimale des ressources rares. 

Il fut un pionnier de l’utilisation de la programmation linéaire dans la 
planification économique et développa, dès 1939, un modèle de program- 
mation linéaire pour démontrer comment la décentralisation de la prise de 
décision dans un système d’économie planifiée dépend de la relative rareté 
des ressources. 


Chapitre 10 


Épilogue 


10.1 Historique 


Pendant la Seconde Guerre mondiale, des équipes de chercheurs anglais, et 
plus tard américains, ont rencontré de nombreux problèmes de programma- 
tion linéaire liés au domaine militaire (même s’ils n'étaient pas reconnus 
comme tels). Peu après la guerre, l’U.S. Aïr Force a réuni un groupe de sa- 
vants afin d’enquêter sur l’application possible des techniques mathématiques 
aux problèmes de programmation militaires portant sur le budget et la plani- 
fication. La logique militaire était un domaine de recherche particulièrement 
important. George Dantzig, membre de ce groupe de recherche, avait déjà 
proposé que les relations entre les activités d’une grande organisation soient 
considérées comme modèle de programmation linéaire et que le programme, 
ou solution, optimal soit déterminé en minimisant une seule fonction objec- 
tif linéaire. Ses idées ont conduit l’Aiïr Force à créer une équipe baptisée 
SCOOP (Scientific Computation Of Optimum Programs), qui a commencé 
son travail en juin 1947. La même année, Dantzig et ses collègues avaient 
développé non seulement un modèle mathématique initial du problème de 
programmation linéaire générale, mais également une méthode générale de 
résolution de programme linéaire, qui fut désignée sous le nom de méthode 
du simplexe. 

L'intérêt pour la programmation linéaire s’est rapidement répandu chez 
les mathématiciens, les économistes, les chercheurs et le personnel des or- 
ganisations gouvernementales. Durant l’été 1949, soit deux ans seulement 
après le développement de la méthode du simplexe, une conférence sur la 
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programmation linéaire fut organisée sous le parrainage de la Cowles, la 
Commission de Recherche en Économie. Les articles présentés lors de cette 
conférence furent publiés dans le texte ” Activity Analysis of Production and 
Allocation” . 

Les premières applications de la programmation linéaire concernèrent 
principalement trois domaines:1) le secteur militaire (tel le projet SCOOP), 
2) l’économie inter-industrielle selon le modèle input-output de Leontief, 3) 
les relations entre la programmation linéaire et les jeux à somme nulle et à 
deux personnes. 

Plus récemment, l’accent à été mis sur les problèmes rencontrés dans 
les domaines de l’environnement, des transports, de l’énergie, des services 
sociaux et de l’industrie en général. 

Le développement de la programmation linéaire, en particulier de la méth- 
ode du simplexe, constituait “un grand pas” dans sa représentation de mod- 
èles et dans sa capacité à résoudre les problèmes. Cependant, la program- 
mation n’aurait peut-être reçu que très peu d’attention si elle ne s'était pas 
développée à une période très favorable. En 1946, l’ordinateur digital à 
grande échelle était une réalité pratique à l’Université de Pennsylvanie, soit 
à peine un an avant le développement de la méthode du simplexe. Sans l’ordi- 
nateur digital, cette méthode n’aurait eu qu’un intérêt purement académique. 

La méthode du simplexe ne comptent que quelques étape qui exigent les 
opérations mathématiques les plus simples - des opérations qu’un ordinateur 
digital peut facilement réaliser. La seule difficulté inhérente à cette méthode 
est d'ordre pratique : bien que les étapes soient simples et faciles, elles doivent 
être répétées de nombreuses fois avant d’obtenir une réponse. C’est cette 
répétition qui empêche toute résolution à la main (à part pour les petits 
problèmes). Cependant, l'ordinateur digital peut facilement et efficacement 
mener à bien ce processus répétitif, de ce fait la méthode du simplexe et 
l'ordinateur digital constituent un moyen pratique de résoudre maiïnts grands 
problèmes quotidiens. 

La première résolution d’un problème de programmation linéaire a eu lieu 
en janvier 1952 sur l'ordinateur du Bureau National de Standards SEAC. En 
1953, des ordinateurs étaient disponibles sur le marché. Dans le même temps, 
journaux et magazines populaires commencèrent à populariser l’extrême effi- 
cacité de ce nouveau système. Aujourd’hui, presque tous les ordinateurs sont 
équipés de systèmes de programmation linéaire. 

Après le développement de l’algorithme du simplexe de Dantzig, beau- 
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coup de chercheurs ont estimé qu’on ne pourrait pas aller plus loin dans le 
problème de programmation linéaire générale. Pourtant, d’autres analystes 
ont découvert une procédure plus efficace au niveau du calcul. Ceux-ci se sont 
probablement inspirés du travail de Klee et Minty (1972) qui ont montré, à 
l’aide d’un exemple volontairement complexe, que l’algorithme du simplexe 
peut impliquer une croissance exponentielle en temps “de calcul”. Par con- 
séquent, les chercheurs se sont à nouveau intéressés au développement d’un 
algorithme à temps polynômial. Il faut insister sur le fait que l’intérêt de 
ces algorithmes polynômiaux est d’abord d’ordre académique car, dans la 
pratique, l’algorithme du simplexe implique un temps polynômial de calcul 
assez bas. 


En 1979, un candidat au doctorat soviétique, L.-G. Khachian (ou Khachiyan) 
présenta le développement d’un véritable algorithme à temps polynômial 
pour la programmation linéaire. L’écho de cette découverte fut considérable, 
au point que l'algorithme fit la couverture du New York Times (le 27 novem- 
bre 1979), ainsi que de plusieurs autres journaux. L’algorithme de Khachian 
était non seulement salué comme le remplaçant potentiel de l’algorithme du 
simplexe, mais certains pensaient également qu’il allait bientôt permettre de 
résoudre des problèmes de calcul difficiles avec des fonctions non-linéaires 
aussi bien que des variables entières. 


En 1984 Karmarkar se penche sur les méthodes de points intérieurs et 
découvre un algorithme en temps polynômial. Son travail donne un véritable 
élan à la recherche d’algorithmes pour la programmation linéaire. C’est alors 
qu'est née toute une famille d’algorithmes dits de points intérieurs. Ce 
type d’algorithmes permet de résoudre des problèmes d’optimisation linéaire 
et non-linéaire. Contrairement à la méthode du simplexe qui procède de som- 
mets (points extrêmes, voir chapitres précédents) en sommets d’un polyèdre, 
les méthodes de points intérieurs s’intéressent à l’intérieur des domaines réal- 
isables. En partant d’une région (suffisamment grande) contenant l’ensemble 
des solutions, il s’agit de rétrécir ce domaine pour cibler la solution. Ainsi, 
pas après pas, le domaine réalisable se restreint jusqu’à se réduire à un voisi- 
nage arbitrairement petit de la solution. 

L’algorithme de Khachian (1979) et l’algorithme de Karmarkar (1984) 
furent les pionniers de ces nouvelles méthodes à temps polynômial de calcul. 
Un nouvel avenir se présenta alors à la programmation mathématique. 

L'objectif de ce chapitre est de donner un bref résumé de l’algorithme 
de Shor et Khachian, connu sous le nom de algorithme de l’ellipsoïde (AE), 
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ainsi que de présenter une version de l'algorithme de Karmarkar spécialement 
étudiée pour les problèmes linéaires. 


10.2 Algorithme de Khachian 


Il est important de savoir que la méthode du simplexe n’est pas la seule ap- 
proche possible lorsque l’on traite de problèmes complexes de programmation 
mathématique. Une alternative à la méthode du simplexe est l’algorithme de 
l’ellipsoïde, introduit et développé par les mathématiciens soviétiques Shor 
(en 1977), Khachian (en 1979), ainsi que par d’autres mathématiciens (Yudin, 
Nemirorskïi). Sa principale caractéristique consiste à procèder non pas d’un 
polyhèdre convexe à un autre, mais de se concentrer sur la solution finale 
depuis l’extérieur vers un ellipsoïde qui contient au moins un point de la 
région réalisable. 

L’un des principaux avantages de l’AE est de converger vers une solution 
en un temps polynômial (la méthode du simplexe y parvient en un temps 
exponentiel seulement). Par exemple, on imagine que le nombre de calculs 
(et donc le temps de calcul par ordinateur) dépend d’un paramètre L du 
problème. Un algorithme de temps polynômial exigerait peut-être L? étapes 
au plus. Pour L = 100, l’ordinateur aurait seulement besoin d’une fraction de 
seconde. Cependant, un algorithme de temps exponentiel comme la méthode 
du simplexe aurait besoin de 2/7 étapes et nécessiterait théoriquement un 
millier d'années pour résoudre le même problème. 

Nous présentons une brève description de la théorie fondamentale, l’algo- 
rithme lui-même et son interprétation graphique. 

L’exploration des propriétés numériques et graphiques de l’AE sur une 
machine à calculer programmable ou sur un ordinateur et une comparaison 
avec la méthode du simplexe seraient pédagogiquement très utile. Une courte 
bibliographie concernant l’AE est ajoutée pour faciliter cette tâche. 

Formellement, la programmation linéaire (PL) est le problème suivant : 


1. soit une matrice À de nombre entier m x n, un vecteur b à m com- 
posantes et un vecteur € à n composantes, 


2. trouver un vecteur rationnel æ à n composantes pour que æ > 0, Ax — 
bet c'x soit minimalisé, ou bien 
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3. trouver qu’il n’y a pas de vecteur æ à n composantes tel que æ > 0 et 
Az = b, ou bien 


4. trouver que l’ensemble {c'x | Aæx = b,x > 0} n’a pas de limite in- 
férieure. 


Considérons maintenant le problème des inégalités linéaires (IL), qui sont 
définies comme suit : 

soit une matrice À de nombre entier m x n et un vecteur b à m com- 
posantes. Existe-t-il un vecteur æ à n composantes tel que Az < b ? 

Pour faciliter les choses, on suppose que dans les inégalités et program- 
mations linéaires qui vont suivre, m > n, ceci n'étant pas une restriction 
réelle, mais uniquement pratique. 

Il se trouve que IL est presque aussi difficile que PL, au moins en ce qui 
concerne l’existence des algorithmes de temps polynômial. Pour établir ceci, 
nous avons besoin de préliminaires. 

Nous commençons par introduire une technique de programmation très 
commune qui s’appelle la recherche binaire. Supposons que nous voulions 
déterminer un entier inconnu x entre 1 et B en nous posant des questions 
du genre : “Est-ce que x > a ?” pour le a de notre choix. Nous faisons 
ceci en nous demandant d’abord si x se trouve dans la moitié inférieure ou 
supérieure de l'intervalle [1, B|, puis dans la moitié inférieure ou supérieure 
du nouvel intervalle (plus petit d’un facteur de 2), et ainsi de suite, jusqu’à ce 
que l'intervalle dans lequel on est certain de trouver x contienne seulement 
un entier : æ. Ceci arrivera après [log, B] itérations. De telles questions 
peuvent être définies comme le nombre de fois où B doit être divisé par 2 
pour obtenir un nombre égal à 1. Cela se produira après log, B questions. 

L'exemple suivant illustre le procédé : 

Questions pour x Réponses Intervalles des valeurs possibles 


15:32 
x est-il > 16 non 1.16 
x est-il > 8 oui 9...16 
x est-il > 12 non 9...12 
x est-il > 10 oui 11 — 12 
x est-il > 11 non ll 


Nous résumons ce résultat en vue de son utilisation future comme suit : 
un entier x entre 1 et B peut être déterminé par [log, B] questions de la 
forme : “Est-ce que x > a ?”. 
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10.2.1 L’algorithme de la méthode de Khachian pour 
IL 


L'idée principale de l’algorithme est très simple : il procède par itérations. 
Durant tout le processus, nous conservons une ellipse qui contient une solu- 
tion au système d’inéquations linéaires strictes, si une telle solution existe. 
Une itération consiste à remplacer l’ellipse courante par une autre plus petite, 
dans laquelle on est sûr de conserver la solution, si elle existe. Graphique- 
ment, cela se traduit de la façon suivante. Nous traçons un hyperplan par- 
allèle à celui de la contrainte violée choisie et qui passe par le centre. Nous 
marquons les points d’intersections avec l’ellipse. Nous fixons alors le centre 
de la nouvelle ellipse tel que celle-ci passe par ces intersections et par un point 
qui est le point de tangence entre l’ancienne ellipse et un autre hyperplan 
parallèle à celui de la contrainte violée considérée. Nous avons ainsi tracé la 
plus petite ellipse possible contenant encore une solution. 

Après un nombre suffisant d’itérations, nous devons, soit découvrir une 
solution, soit admettre qu’il n’y en a pas, car l’ellipse est devenue trop petite 
pour en contenir encore une. 

Considérons un ensemble réalisable X défini par un système d’inégalités 
linéaires m > 2 (contraintes) dans des variables réelles n > 2 et des coeff- 
cients entiers &@;j , b; : 


Qi1T1 + + Ainln < D: i=1,2,..,m 


Notons que æ' = (x1,..., Zn), 0 = (b1,...,b) pour que, dans une notation 
de matrices X = {æ|Ax < b}, où À = (a;;), est une matrice m x n. Soit 
a; — (@j1,.…., dÿn) qui dénote la à" ligne de À pour que la i°"° inégalité 
puisse être écrite comme: 


a;x < b; i=1,2,..,m 


Certains mathématiciens insistent sur le fait que les inégalités ci-dessus 
doivent être prises au sens large, pour assurer que le volume de X soit non 
nul (ni un point, ni une ligne). 

L’AE doit déterminer si le système d’inégalités X est consistant (c'est- 
à-dire s’il a une solution réalisable) ou non, rien de plus. Notons qu'aucune 
fonction objectif n’est présente et, donc, qu'aucune optimisation dirigée n’a 
lieu. Pour appliquer l'AE avec succès à un problème de programmation 
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linéaire, on doit le transformer en un problème de point réalisable. Nous 
retrouverons ce problème plus tard. 
L’algorithme est le suivant : 


1. une large hypersphère contenant une région réalisable X est construite. 
Une borne inférieure positive du volume de X est déterminée a priori. 


2. une séquence d’ellipsoïdes avec des volumes progressivement plus petits 
est générée récursivement. Si le centre d’un ellipsoïde est réalisable 
(c'est-à-dire se trouve dans X), l’algorithme se termine. 


3. plus on va de l’avant en termes d’itérations, plus le volume de l’ellip- 
soïde rapetisse par rapport à la borne inférieure du volume X. Il existe 
alors une borne supérieure pour le nombre d’itération ; un ellipsoïde 
dont le centre est contenu dans X doit être généré ou alors il n’existe 
pas de solution (notons que si X à un volume nul, par exemple un 
point, la propriété de terminaison bornée est perdue). 


Le paramètre majeur du système X d’inégalités est défini comme suit : 


L= Ÿ log, (la;;l +1)+ Ÿ_ logo (|bil +1) +logsnm| +1 


1, î 


où L caractérise l’input du système et indique le nombre de symboles 0 et 
1 qui sont nécessaires pour écrire les inégalités dans le système de nombre 
binaire. Les bornes de calcul de l’AE sont polynômialement dépendantes de 
L. 

Puisque la consistance et l’inconsistance (c’est-à dire la solubilité ou l’in- 
solubilité) de X sont à déterminer, on doit établir une mesure d’inconsistance 
qui caractérise les étapes avant d’arriver à une solution. Le “résidu” du sys- 
tème au point æ dans IR’ est défini comme : 


O(æ) = max{aiTi + + Ginln — bi} A 


Notons que le résidu identifie simplement la contrainte qui est violée par la 
plus grande somme au point æ. Nous aimerions minimiser un écart également 
maximal restant dans le système. Il est évident que si æ = æ" est une solution, 
alors O(x"*) < 0. En réalité, si le résidu minimum tend vers zéro au moins, 
l’algorithme se termine ; le point correspondant æ doit être une solution. 
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Si le résidu minimum reste toujours positif après N = 16n°?L itérations, le 
système est inconsistant. 

Khachian démontre que si le système X avec l’input L est consistant, 
alors on peut trouver une solution æ* dans l’hypersphère euclidienne S : 


S={xl(xi +. +ar)P<2r} 


Donc, S'est l’ellipsoïde initial. De plus, si le système X avec l’input L est 
inconsistant, alors pour n'importe quel æ dans IR”, le résidu @(æ) <2-2£. 
Pour décider si le système est consistant ou non, il suffit de trouver un point 
æ dans IR” pour que O(æx) < 65+2 TL. Le scalaire @, est le résidu minimum 
de toute l’hypersphère initiale S. Soit O(æ) < 2-£ (c’est-à-dire que Os est 
nul ou négatif) et le système est consistant, ou bien O(x) > 2-:2-L et le 
système est inconsistant. 

L’algorithme, qui consistue également la preuve des données ci-dessus, est 
construit pour trouver le point nécessaire æ. 

Définissons récursivement une séquence de points æ* (centre de l’ellip- 
soïde) et de matrices Az , & — 0, 1, …, N comme suit : 


1. posons æ° = Oet A5 = 2/1 (Ai est une matrice diagonale n xn avec des 
éléments 2£, et I est une matrice unitaire). Ceci définit l’ellipsoïde de 
départ Eo — (æ°, A5). Observons que Æ coïncide avec l’hypersphère 


initiale S de centre æ°. Calculons @9 = max{—b;}, la grandeur du 


résidu au centre de l’hypersphère. 


2. supposons que l’ellipsoïde Ex + (æ*, Az) soit défini. Évaluons le résidu 
O(x") au centre de E4. Le résidu minimum obtenu jusqu'ici est à retenir 
en posant 04:11 = min{®z , O(æx*)}. C'est-à-dire que 04:11 est la valeur 
minimale du résidu dans les approximations déjà obtenues æ°, …., æ". 

(Il faut noter que le centre de l’ellipsoïde précédent peut être arbitraire- 

ment proche d’un point réalisable, alors que le prochain centre peut en 


être plus éloigné.) 


3. si æ* satisfait les inégalités, s'arrêter. Sinon, choisir l'inégalité la plus 
violée selon O(x*), par exemple le ie : 


ax" > b; 


et construire un nouvel ellipsoïde Ey:1 + (æ**l,A,,;). Le nouvel 
ellipsoïde contient entièrement le demi-ellipsoïde 1/2E% dans lequel le 
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résidu @(x) est certainement plus petit que @(x*). C'est-à-dire que 
nous définissons un hyperplan a;æ = d , d < a;xæ* , qui est tangent à 
E,, et un hyperplan parallèle a;æ — a;æ* qui coupe Æ4. Alors E,,: 
est obtenu en calculant : 


n + 1 (a; Aza!)'/? 
AE — n° At 2. (Axa;)(aiAx) 


n? —1 n +1 a; Aka! 


4. répéter l'étape n°3 tant que k# < 16n?L ; si k = 16n?L, alors s’arrêter. 
Le plus petit résidu minimal ®,., est l’output. 


Khachian a également montré que Ox41 < O5 +27. Il s'ensuit que : 
O1 < 2 7 (le système est consistant) 


ou bien 
Oyu1 > 2-2 È (le système est inconsistant). 


Considérons un programme linéaire : 


Min BI CT 
S.C. Ax < b 
zæ > 0 


Sa grandeur est : 
L = mn + log, |P]| 


où P est le produit des coefficients non-nuls arrondis apparaissant dans la 
matrice À , les vecteurs b et c. 

L’algorithme pour les systèmes d’inéquations linéaires strictes est : 

- input : un système (m x n) d’inéquations linéaires strictes Ax < b, de 
grandeur L. 

- output : un vecteur +, tel que Ax < b, si un tel vecteur existe, une 
réponse négative en d’autres cas. 


1. (initialisation) j — 0, to — 0, Bo = n?2?£1I 


j représente le nombre d’itérations. L’ellipse courante est : 
Ej = {æl(æ —t;) B;(x —t;) <1} 
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2. (test) si t; est solution de Ax < b, donner t; ; si j > k = 16(n+1)n£, 
arrêter la procédure. 


3. (itération) choix d’une inéquation de Aæx < b violée par t;, par ex- 
emple a't; > b. 


Calculer : 


Re. 2 (B;a»(B;a) 
B;4 = À (8-5 aB,a ) 


Exemple 10.1 Supposons que pour un j quelconque, nous ayons t;=(0,0), 
et : 


9 0 
B,= |} 4 


Supposons également que l’une des inéquations soit x + y < —1. Cette 
situation est dépeinte dans la figure 11.1. Rappelons que nous savons intu- 
itivement que la solution au système, si elle existe, est contenue dans l’ellipse 
11e 

Puisque toute solution doit satisfaire x + y < —1, nous pouvons affirmer 
que toutes les solutions se trouvent dans la partie inférieure gauche de l’el- 
lipse. Si nous pouvions dessiner une ellipse £;,1 qui incluerait cette partie 
inférieure gauche, ce serait un pas en avant. 

C’est exactement ce que fait l’itération (voir figures 11.1 et 11.2). Nous 
obtenons t;41 = (—3/(13)°% — 4/3(13)°5) et : 

84/13 —32/13 
—32/13 496/117 

Nous venons de considérer une version simple de l’algorithme de l’AE 

pour IL. Cette version est de Papadimitriou et Steiglitz (1982). 
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X+y<- 1 n 7 Se 


% 


Figure 11.1 : Ellipsoïde à la j°"® itération 


7e 


Figure 11.2 : Ellipsoïde à l’itération suivante. 


10.2.2 Interprétation graphique 


Il est préférable de présenter quelques exemples graphiques du procédé. La 
figure 10.3 montre un petit polyhèdre X convexe. Nous espérons trouver au 
moins un point réalisable. Nous commençons par enfermer le polyhèdre dans 
une grande hypersphère centrée en æ° = 0. Évaluons le résidu au centre et 
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identifions la contrainte la plus violée. Dessinons un hyperplan parallèle qui 
passe par le centre et marquons les points d’intersection avec l’hypersphère 
A et B. Éliminons la demi-sphère qui contient seulement les résidus les plus 
grands. Un autre hyperplan parallèle est tangent à l’autre demi-sphère qui 
marque le point C. Fixons le centre du nouvel ellipsoïde pour qu’il passe 
par les points À, B et C. Son volume correspond au minimum possible. 
Construire le nouvel ellipsoïde. 

Dans la figure 11.4, le procédé continue. Une fois le centre du nouvel el- 
lispoïde trouvé dans le polyhèdre, on arrête. Le centre représente la solution. 


Figure 11.3 : L’algorithme commence avec une large hypersphère initiale 
centrée en æ° — 0. Le rapport de volume des ellipsoïdes successifs est 
initialement grand (l’hypersphère initiale n’est pas dessinée à l’échelle). 


Murray (1979) propose une modification utile de l’AE. La contrainte la 
plus violée est identifiée et l’hyperplan a;æ = b; coupe l’ellipsoïde aux points 
A et B. Un hyperplan tangentiel et parallèle marque le point C. Seule la 
subdivision extraite de l’ellipsoïde est maintenant entourée par l’ellipsoïde 
du plus petit volume, et qui passe par À, B et C. Ceci est montré dans la 
figure 10.5. 

L'avantage de la modification de Murray est que le rapport du volume du 
nouvel ellipsoïde comparé à l’autre ellipsoïde a été largement amélioré. En 
plus, le centre æ*+! est toujours réalisable à l'égard de la contrainte violée 
choisie au k€ pas. Évidemment, beaucoup d’autres modifications sont 
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possibles. La flexibilité et les différentes possibilités offertes par les méthodes 
ellipsoïdales génèrent l’intérêt grandissant des chercheurs dans ce domaine. 


Figure 11.4 : Suite de la figure 11.3. On observe que æ?, le centre du 
troisième ellipsoïde, se trouve dans X ; æ? représente la solution et 
l’algorithme s’arrête. 


Figure 11.5 : La modification de Murray. On observe la rapidité relative de 
X. Les rapports des volumes des ellipsoïdes successifs sont beaucoup plus 
petits. La solution est obtenue à l’étape suivante en calculant æ. 
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10.2.3 L’algorithme de Shor-Khachian en programma- 
tion linéaire 
Nous avons dit que l’AE ne peut pas être appliqué à la programmation linéaire 
sans transformer le problème en un problème de point réalisable. La méthode 
suivante est basée sur les résultats bien connus de la théorie de la dualité. 
Voir à ce propos Gàcs et Loràsz (1979). 
Considérons le problème de programation linéaire suivant : 


Maximiser c'x 
sc. Ar <b 


æ >0 
pue = (br) 


Ce problème est identique au système d’inégalités suivant : 


cæ —b'y 

Az <b 
æ >0 

A'y >c 
y Z0 


Où y! = (Y1,..., Yn). Rappelons que pour n'importe quelle solution (x, y) 
de ce système, x constitue une solution optimale pour le problème de max- 
imisation original. 

Malheureusement, l’AE ne peut pas être simplement appliqué au prob- 
lème transformé. Comme Murray (1979) l’a remarqué, n'importe quelle 
transformation d’un programme linéaire en un problème de point réalisable 
unique élimine inévitablement une région réalisable de volume zéro. La méth- 
ode du simplexe est davantage adaptée à ce genre de formulation. On peut 
également formuler un problème de point réalisable dans lequel la région réal- 
isable est une hypersphère de petit volume choisie au hasard et qui contient 
le point solution. Mais même un volume aussi petit nécessite un nombre 
d’itérations assez élevé. 

Il faut donc procéder à d’autres recherches. L’AE ne dépend pas du nom- 
bre de contraintes mais du nombre de variables. Même les problèmes com- 
prenant un nombre élevé de contraintes pourraient être résolus de manière as- 
sez efficace. De plus, les inégalités linéaires pourraient également être traitées 
par la méthode ellipsoïdale. 
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Il existe une importante catégorie de problèmes de programmation linéaire 
pour laquelle une solution est caractérisée par un ensemble réalisable de 
volume nul. Rappelons qu’en programmation “goal”, on prédétermine les 
valeurs considérées comme satisfaisantes à l’égard de toutes les fonctions ob- 
jectif. En effet, on transforme toute fonction objectif en contraintes addition- 
nelles et on définit une région de solutions réalisables qui soit satisfaisante. 
Si on trouve une solution réalisable, on peut réduire à nouveau la région en 
réajustant les “goals” à des niveaux plus apropriés. L’algorithme est alors 
à nouveau appliqué. Si le système est inconsistant, c’est-à-dire si la région 
satisfaisante est vide, on peut abaisser les “goals” jusqu’à ce qu’une région 
réalisable de volume non nul soit trouvée. Une version interactive de l’'AE 
pourrait être utilisée pour guider ce processus de recherche. 


Exemple 10.2 Considérons le programme linéaire suivant afin de montrer 
le fonctionnement de notre algorithme. Soit le système suivant : 


Max z= 7% +2% 

S.C. Z1 + DT < 10 
51 + 2%) < 15 
T1, To > 0 


L’algorithme de Khachian minimise toujours la fonction objectif. Les 
contraintes doivent donc être du type < pour l’algorithme lui-même. 


Min z= —x, — 2% 

S.C. T1 + 5% < 10 
5x1 + 2%) < 15 
T1, X2 > 0 


Si les contraintes de positivité sont nécessaires, elles seront satisfaites 
avant les contraintes usuelles. C’est pourquoi nous en arrivons à : 


Min z — —=Ti = 2%9 
S.C. —T] < 0 
— To < 0 


T1 + 5To < 10 
5x1 + 2%) < 15 


290 Épilogue 


Afin de pouvoir utiliser un ordinateur pour les calculs, on va normaliser 
le problème de la façon suivante. 

On considère L comme une constante (—10). De ce fait, il faut adapter 
chaque programme linéaire. Le programme calcule un coefficient de manière 
à normaliser chaque programme linéaire et d’obtenir la valeur 10 pour la 
constante L. 

Dans notre exemple, le nombre des variables est 2 et le nombre des con- 
traintes est 4. Pour trouver le facteur de normalisation, nous avons donc 


+ 


= 2,378 
ra)? 


Multiplication des éléments non nuls (10 éléments)—15,000. 


15,000 \ !/1° 
Facteur de normalisation — ( 5 2. ) — 2,398 


Limite de l’itération = 16 - 2-3 - 2 = 192 
On divise tous les éléments du système (10.4) par 2,398. On a alors : 


minimiser z!=  —0,417x;1 — 0,834% 
s.c. —0,417zx: < 0 
—0, 417%2 <0 


0,41771 +2,085r < 4,170 
2, 08521 +0,8347 < 6,255 


e Initialisation 


4194304 0 


1 0 
m9 OR | p2 09 000 : 
NN dE | | | 0 4194304 


0 1 
e Itération 1 
j= 1, 


contrainte 1 violée car 0<0. 
gradient de la contrainte 1 
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a! —(-—0,417 0) 


th = — 
Dur n +1 Va’Boa 
4194304 0 DA 
: [9] ; 0 4194304 û 
lee 4194304 0  : 
[0,417 o]| 0 sos || 0 | 
__ [ 682,66 
= 0 
ee on 
É . 2 o@ oa 
er Bo n+1  a’Boa | 
—1749024, 769 [0 —1749024, 769 | 
_4[[4194304 0 - : 
= 0 4194304 | 3 


[0,417 0 ] 4194304 0 | | ul 


0 4194304 0 


__ [1864135 0 
L 0 1864135 


e Itération 2 
j = 2 
contrainte 2 violée car 0 < 0. 


gradient de la contrainte 2 


alt= ( 0 —0,417 ) 


… | 682, 66 | 
788, 27 
= | 2485513, 33 0 | 
0 2485513, 33 


e Itération 3 
1-3 
contrainte 3 violée car 1927,71 < 4,17 


gradient de la contrainte 3 


292 Épilogue 
— 0,417 
5. | 2,085 


p.— | 3229042,96  —424874, 08 
3 | 42487408 1189647,34 


On continue jusqu'aux deux dernières itérations. 


e Itération 163 
D=rL00 
contrainte 4 violée 


gradient de la contrainte 163 


| 2085 

163 | 0,834 
pl 49%8E-8 47E-9 
5) 28 07-847. 848 20 


e Itération 164 


j = 164 
contrainte 3 violée 
gradient de la contrainte 164 
_— | 0,417 | 
2,085 

Bis — | 2,49E —8 1,53E —-9 

—4,58E —8 9,91E —9 

Puisque les coefficients de la matrice B:64 sont au maximum, la fonction 

objectif est choisie. Donc on obtient : 


ri = 2,39 
za —=1,52 


et la valeur pour la fonction objectif est z — —5, 48. 
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Figure 11.6 : Début des itérations 


Les figures 11.6, 11.7 et 11.8 montrent le début, le milieu et la fin des 
itérations pour l’exemple donné. 


9!00 4.59 


4 


Figure 11.7 : Après plusieurs itérations 
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Figure 11.8 : Fin des itérations 


10.3 Algorithme de Karmarkar 


Quelques années après les travaux de Khachian sur l’algorithme des ellip- 
soïdes (1979), Karmarkar s'intéresse aux méthodes de points intérieurs (1984). 
Il démontre alors que grâce à son algorithme il peut résoudre des problèmes 
de programmation linéaire et non-linéaire en un temps polynômial. C’est 
alors que ces méthodes deviennent compétitives face à l’algorithme du sim- 
plexe de Dantzig (qui n’est pas polynômial comme l’ont démontré Klee et 
Minty en 1972). 

L’algorithme de Karmarkar suivant s'applique aux problèmes linéaires. 
La définition d’une fonction positivement homogène (le potentiel de Kar- 
markar) et la minimisation de ce potentiel nous permettent alors de résoudre 
le programme linéaire original. 

La version simplifiée résumée ci-dessous donne une idée de cet algorithme. 

On peut transformer tout programme linéaire (à l’aide d’un changement 
de variables) sous la forme : 


Minimiser 2 = cæx 

S.C. Az = 0 
Ti+to+..+rn = 1 
æ >0 


10.3. Algorithme de Karmarkar 295 


Le potentiel de Karmarkar est alors défini de la façon suivante : 


De plus, on suppose que le point (1/n,...,1/n)' satisfait les contraintes. 
L’algorithme se présente comme suit : 


1. on part du point æ° = (1/n,...,1/n)' et on pose k = 0 ; 


2. si cx* est arbitrairement petit (c'est-à-dire que cx* < € pour € fixé), 
alors on stoppe la procédure sinon on passe à l’étape suivante ; 


k+1 k+1 
1 


ad ) donné par 


3. il s’agit de trouver le nouveau point y**1 — (y 


ME A D EE FLO °C 


IGN m-D 


où €, = ([— P'(PP') P) [Diag(æ*)] c', où ||. indique la norme 
d’un vecteur et où P est la (m +1) x n matrice dont les m premières 
lignes sont À [Diag(æ"*)] et dont les dernières lignes sont des vecteurs 
composés uniquement de 1. 


et où 0 < 0 < 1 est choisi de façon à assurer la convergence. (9 = 1/4 
fait converger notre expression.) 


4. on définit alors le nouveau point æ*+1 comme suit : 


k, k+1 
k+1 Ti; EE 
T; = so Pline 
2 ur 
= 


5. on augmente k de 1 et on reprend à partir de l’étape 2. 


Le potentiel de Karmarkar intervient ici à l’étape 2. En effet Karmarkar 


montre que si le potentiel évalué en æ* est assez petit, alors z — cæ* sera 


arbitrairement proche de 0. D'où l'intérêt de minimiser ce potentiel. 
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Exemple 10.3 Résolvons le problème suivant : 


Minimiser 2 = %1 + 379 — 3%3 


S.C. To — Z3 = 0 
Ti +t2+t3=1l 


On trouve facilement la solution optimale : æ1 = 0, x2 = %3 — : qui 
donne 2 = 0. 

Pour notre algorithme on a : 

man h0=0:95 

A=(0 1 -1) 

c=(1 3 -3) 


On pose alors æ° — ( 3 3 “ ) qui nous fournit 2 = 3 : 
j 03 2 —1 —1 
On obtient P — ï ee ( 2 = ) 


0 
1 
et doncyl=æx!={(7 ? 2?) quidonnez= 1 

Remarque : On a toujours y! = æ! mais pas y = æ* pour (k Z 1) en 
général. 

À la deuxième itération on trouve : 

y? = yet x? = (0,1818 0,4091 0,4091 ) qui donne z = 0, 1818 

À la quatrième itération on trouve : 

y = yletæxt = (0,0899 0,4551 0,4551 ) qui donne z = 0,0899 

À la dixième itération on trouve : 

y=ylet æ" = (0,0086 0,4957 0,4957 ) qui donne z = 0, 0086. 

z est assez petit, on peut stopper la procédure. On obtient ainsi une 
bonne approximation de notre solution 


10.4 Conclusion 


Évaluer la résolution de PL en utilisant les algorithmes de points intérieurs, 
implique deux critères majeurs : les exigences de mémoire et la durée du 
procédé de l’algorithme. Sous sa forme présente, l’algorithme semble moins 
performant que la méthode du simplexe dans les deux domaines. Par ex- 
emple, considérons un PL de taille moyenne comportant 2 000 variables et 
300 contraintes. Un problème de cette taille n’est pas complexe si on le ré- 
soud avec la méthode du simplexe. En revanche, l'algorithme de Khachian 
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nécessiterait une matrice Q de dimension 2 300 par 2 300 ainsi qu'environ 
84,64 (L) million d’itérations, où L est donné par l’équation (10.1) et est 
évidemment un très grand nombre. 

L'élément le plus important lorsqu'il s’agit d'appliquer l'algorithme en 
pratique est d'améliorer le procédé permettant de choisir des valeurs pour 
æo et r. Réduire le volume de la sphère initiale limite en général le nombre 
d’itérations nécessaires, particulièrement lorsque l’ensemble solution est un 
seul point comme dans le cas de la plupart de PL. 

Depuis la publication du rapport de Karmarkar en 1984, la recherche 
dans le domaine de la programmation mathématique a connu un nouvel élan. 
Entre 1984 et 1989 plus de 1 300 publications sur le sujet ont vu le jour. Les 
méthodes de points intérieurs ont tendance à nécessiter moins d’itérations 
que les algorithmes du simplexe bien que chaque itération soit plus longue. 


Chapitre 11 


Solutions des exercices 


11.1 Chapitre 2 


Exercise 1 Exercice 1 


a. Le produit AB est bien défini. 


—11 
AB - ( : ) 
Le produit BA n’est pas défini car B n’a pas le même nombre de 
colonnes que À de lignes. 


27 19 28 19 ,22; 29 
b. AB = | 42 49 56 | et BA — 9 10 8 
73 50 84 46 60 131 


c. AB et BA ne sont pas définis. 


Exercice 2 
h + 
Az || Het à 
#3 


300 Solutions des exercices 


Exercice 3 


Exercice 4 


a. Qv1+0v2+7yv3 = 0 correspond au système d’équation linéaires suivant: 


a—86+7 =0 
B+7Y = 
pe 


dont la seule solution est à = 5 = y = 0. Les vecteurs vi, v2 et v3 
sont donc linéairement indépendants. 


b. Avec à = 1, 6 = —1 et y = 2, avi + Bu: + yu3 = 0. Les vecteurs 
V1, V2 et V3 sont donc linéairement dépendants. 


Exercice 5 


e r(A)=r(A}lb) = 2. Le système est donc compatible. 


e Il a une infinité de solutions car r (A) = r (A |b) < m (nombre d’équa- 
tions, ici m—72)et r(A|b) < n (nombre de variables, ici n = 3). 


e En prenant comme base : 


—2 
on a æ = ( jtm 


Avec 


On à Æ1 = et za = 0 


Avec 
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on à T2 — et x1 = 0 


1 
On note que ces trois solutions de base sont non-dégénérées, car aucune 
variable de base n’est nulle. 


Exercice 6 


Exercice 7 


a. Convexe 
b. Convexe 


c. Non convexe 
Exercice 8 


e On a: 
M = (3, 1) un A1(0, 0) a à A2(6, 0) Æ À3(3, 3) 


avec 
A++ =l 
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Ce qui revient à résoudre le système d’équations linéaires suivant: 


Exercice 9 
M (8,4 


Exercice 10 


1= À + +3 
3—= 6 +33 
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11.2 Chapitre 3 
Exercice 1 


y = 10 
z = 20 


Exercice 2 


La solution proposée utilise ici le Solveur du logiciel Excel. 
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X Microsoft Excel - Classi 


S\ Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenél 


d&l SIRET) 2 lee 21e) 2121 Au) 
sm 


Montant consacré: 400 
Risque:| 4000] 
M6MRendement moyen espéré 50 
] 4[»{ nf Feuilt {Feuil2 ZFeui3 Z Feuilf Z Feui5 | «| | 
Prêt | (Somme=4000 FF [NUM] 


4: 
Soit x = 50, xo = 100 et x3 = 250. Avec V — 4 000 et À = 50. 


X Microsoft Excel - Classi 


a Fichier Edition Affichage Insertion Format Outils Données Fenêt 


Dia sarl Late 2e 
sis 


124(1/25) 3 22 


x2 x3 
125 150 125 
Montant consacré: 400 
Risque: | 6000) 
M6MRendement moyen espéré: 60 


Soit æ1 — 125, æ2 — 150 et æ3 — 125. Avec V = 6 000, le risque est 
donc plus élevé que lorsqu'il n’y a pas de contrainte sur le rendement. 
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Exercice 3 


a. K=L=4,Q=—16 et le profit correspondant est de 64.- 
bi. Formulation du problème : 
Il faut maximiser : Q(K, L) = 8K$ LS 
sous la contrainte : 8Q — 12K — AL — 48 
c’est-à-dire : 64K 8 L8 — 12K — 4L — 48 — 0 
b.üi. Calcul de la combinaison optimale des facteurs : 


F(K,L, À) = 8K$L3 —) (G1KÈLS Ke AL= 48) 


dE = Sels DANR ele CAO) 
dE K$L-E — 8\K3L-S +4) = 
Œ — (GAKÈLE —12K —4L 48) = 


; 3K-È3L3 LA D 
| 2AKTÈLE —12 8KèL-é—A 
in er er 


7 


= 24K7ÈL 1 —12K$L 


— K-iLs=KIL 
L  K3 
KT LT 
SEK 
= L=K 


bi. K = L=9 et Q = 24 
Exercice 4 
Ke IE =M0, Pr =S 
Exercice 5 


x =y=0,5 
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Exercice 6 


a. recette totale — —8q? + 120q — 21? + 41q — 400 


b. q = 10,1 = 10 pour un profit maximal de x = 200. 


C. 
OT OT OT à 
A = —(10,10) - ——(10, 10) — | ——(10,10 = 48 > 0 
(10: 10)» GO, 10) ( a (10.10)) 
2 
T 
et DRE < 0 
— Il s’agit bien d’un maximum. 
Exercice 7 


Exercice 8 


æ=5,y—=5,z=0 


Exercice 9 


K = L = 16, le coût total et de 96. 
Exercice 10 


Exercice 11 


f(æ,y) = 2° + y° — 10% — 12y + 151 à minimiser 


ER ere 
Ox 


Ô 
CE RP ES 
0y 
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Dog 06 C1; 90 
RS 
On? ‘Oyÿ? ‘Oxoy 


2 0 
m-(52) 
OF Of FN. 
[H1 = EC 0y? u (5) Te 


— min en (5;6) 


0 


Exercice 12 


T6, y —=J6tt = 612 


11.3 Chapitre 4 


Exercice 1 


Maximum au point P (1,2;1,6) pour z = 7,2 
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Exercice 2 


2 4 6 5 


Minimum au point P(2,3) avec z = 8 


Exercice 3 


Solution infinie avec une valeur infinie de z. 
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Exercice 4 
Contraintes Point Contrôle 2 

1,2,3 (0,120,40) oui 560 
1,2,4 (75,0,100) oui 650 
12,5 (-50,200.,0) non - 
1,34 (0,0,400) non - 
1,3,5 (0,133.3,0) oui 400 
1,4,5 (100,0,0) oui 200 
2,3,4 (0,0,100) oui 500 
2,3,0 (0,200,0) non - 
2,4,5 pas de sol. - - 
3,4,5 (0,0,0) oui 0 

Le maximum est donc atteint en 1 = 75,x2 = 0,x3 = 100 et z — 650 

Exercice 5 

Contraintes Point Contrôle 2 

15253 (0,1260,240) oui 426 
1,24 (700,0,800) oui 440 
1529 (-300,1800,0) non - 
1,3,4 (0,0,3600) non - 
1,3,5 (0,1350,0) oui 405 
1,4,5 (900,0,0) oui 360 
2,3,4 (0,0,800) oui 160 
2,3, (0,1800,0) non - 
2,4,5 pas de sol. - - 
3,4,5 (0,0,0) oui (0 


Le maximum est donc atteint en æ1 = 700,22 = 0,x3 — 800 et z — 440 


Exercice 6 
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Le tailleur maximise son profit en P(%,10) et réalise un profit z = 
1271, 40. 
Erércice1 


Le prix du mélange est minimisé en P(20,8) et revient à 25,60CHF 


Exercice 8 


25 s0 75 100 125 150 


Le profit maximum de 2466,65 CHF est atteint en P(?, 20). 


11.4 Chapitre 5 


Exercice 1 


ti=T Zo—=10 z2—17 
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Exercice 2 
Formulation du problème: 


Maximiser z — 250%: + 45% 


sous contraintes z1 + 0,2%1 < 72 
150%1 + 25x92 < 10 000 
T1 < 50 
Ta < 200 
et T1,%9 > O0 
Solution: 
zi = 40 %2 = 160 z— 17200 
Exercice 3 


Formulation du problème: 


Minimiser z — 2% + %2 
sous contraintes T1 + 2% > 2 
4x: + 3T9 > 6 
341 + Lo > 3 
et T1,%2 > O0 
Solution : 271 =0,6 x2=1,2 z—72,4 


Exercice 4 
Formulation du problème: 


Maximiser z — 5 000%; + 2 000% 


sous contraintes 2%, + ïo < 50 
T1 + 3X2 < 25 
3T] + 4to < 60 
et T1,%2 > 0 
Solution: æ, =20 x —=0 z— 10 000 


Exercice 5 
Formulation du problème: 


Minimiser z — 100%: + 400% 
sous contraintes Li + Xo > 6 
T1 +2%9 > Il 
T1 + 5% > 23 
et T1,%2 > 0 
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Solution: æ=3 %z—=4 z— 1 900 


Exercice 6 


4x +2y=8 2% +876 x FY=S 
æ= 0 
Il existe une infinité de solutions optimales pourvu que 2 = x + y = 5. 


Exercice 7 


Formulation du problème: 


Maximiser z — 10%; + 6x2 + 12%3 
sous contraintes 5T1 + To + ta < 1 
T1 + Lo + 373 << 2 

et T1,%2, T3 > OÙ 


Solution: æ,=0 %2=0,5 x3=0,5 z—=9 


Exercice 8 


æ1 = 20 æx —=0 z— 100 
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Exercice 9 
t=0 %t2—=125 x3 = 1500 2 = 6 000 
Exercice 10 
het Her = = 


Exercice 11 


Formulation du problème: 


Maximiser z2 — 271 + 1,5% 
sous contraintes 2%1 + æ1 < 1 000 
T1 + L2 < 800 
z1 < 400 
et T1,%9 > O0 


Solution: %1 = 200 %x2 = 600 z = 1 300 
Exercice 12 


Formulation du problème: 


Maximiser z — 4 800C +6 000R 
sous contraintes 10C'+ 10R < 130 
16C + 24R < 240 
30C' + 90R < 810 
15R < 180 
et C,RZ>O 


Solution: C—=9 R—4 z— 67 200 


Exercice 13 


Formulation du problème: 


Maximiser z — 307%: + 12% 
sous contraintes 600 000%: + 200 0002 < 18 000 000 
120%: + 60x%2 < 4 500 
800%; + 6002 < 42 000 
et T1,%2 > 0 
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Solution: æ,=12 t2—54 z = 1 008 


Exercice 14 


Exercice 15 
Ce système possède une infinité de solutions, tant que æ1 + x2 = 1. 
Exercice 16 


Formulation du problème: 


Minimiser z = 3,5%1 + 6,5%2 + 5x3 
sous contraintes T1 + To > 15 
T1 + 2% + x3 > 20 
0, 5x1 + 0, 5x2 + T3 > 10 
Zi + 322 + 223 > 25 
et T1, To,%3 > 0 


Solutions ir 16,5:.%=2,5 GI. £— 70,5 
Exercice 17 


Formulation du problème: 


Minimiser z — 2% + x + 4x3 
sous contraintes 10%: + 8to + 1473 > 11 
607%: + 4072 + 80x3 > 70 
Ti + To +Z3 = 1 
et T1, T2, T3 > OÙ 


BoluUOnE = 09" 0. = Û;6. 553 


11.5 Chapitre 6 


Exercice 1 
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(b) 
1 1/4 0 1 O0 —1 
Bi =<EB = \|\0 A à —2 1 2 
O —1/2 1 RS 
1/2 1/4 —1/2 
= —1/2 1/4 1/2 
: —1/2 O0 
Exercice 2 
(a) 
To 
1 —5 —3 0 0 T1 0 
0. 5-.:2: «1° 0 x | = | 40 
0 5 4 01 T3 60 
T4 
(bre te10,#= 50 
Exercice 3 
Be 15 = 734,210 
Exercice 4 
de 10/4554 ds 19/2; = 35 
Exercice 5 


Di=2; L— 8; 29 
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Exercice 1 
Min z* — Ou: + Duo + Gu 
S.C. ui > Î 
—U + U > 1 
üu + 2u3 > 0 
et u; > O0 
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Exercice 2 
Max 2* — 7u: + Ju + 3u3 + Bus 
S.C. U1 — U3 = 1 
—U1 + Ua — 1 
U2 + U3 = 1 
—Uo2 + Ua — —] 
et üu; > 0 

Exercice 3 

M =lyst=4 2-6 

Exercice 4 

æ1 = 0, æ2 = 1, z = -] 

Exercice 5 


Ce problème n’a pas de solution réalisable, car son dual possède une 
solution infinie 


Exercice 6 
K = 360, L = 100 et le coût de production s’élève à 1 640. 


Exercice 7 


(a) ar =2,5, 25 = 17,0, 13 —2;5ét 360 
(b) u1 = 4, u2 = 0, u3 = 0 et z* = 60 
(c) L'augmentation d’une unité de l’input 1 induit une augmentation 


de 4 du chiffre d’affaire de l’entreprise. Toutefois, ceci n’est vrai 
qu’à partir de la solution trouvée en (a). 


11.7 Chapitre 8 


Exercice 1 


(a) Solution optimale: 1 = 1,2, x2 = 1,6, et z = 7,2 

(b) 23 — c3 devient négatif. L’algorithme du simplexe s’applique donc 
à partir de la solution précédente. La nouvelle solution optimale 
est t1 = 2, z2 = 0 et z = 16. 
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Exercice 2 


(a) Solution optimale: p1 = 1, p2 = 4 et z = 22. 


b) Tous les 2; — c; sont positifs, la solution de base reste donc opti- 
1 
male, mais z = 18. 


Exercice 3 


(a) Solution optimale: &1 = 75, z2 = 0, x3 = 100 et z = 650. 


(b) La solution reste optimale, mais z — 750. 


Exercice 4 


(a) Solution optimlae: 1 = 2, 22 = 3 et z = 18. 


(b) Calcul de la nouvelle solution: 


lee ee JP balle"). (ME 
IH|-<5-8 w=| 1 28 le 116 
Comme toutes les composantes de æ% sont positives, la solution 
est réalisable. L’optimum est donc atteint pour æ1 = 6, x2 = 1 et 
222 
(c) 
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Exercice 5 
(a) Solution de base optimale: x1 = 2, 2 = 3 et z — 28. 
(b) Nouvelle solution optimale: +1 = 1, æ2 = 4 et z = 24. 
Exercice 6 
(a) Solution de base optimale: z1 = 2,5, x2 = 0, x3 = 3 et z — 22,5. 


(b) Nouvelle solution optimale: 41 = 0, 2 = 5, z3 = 3 et z = 25. 


Exercice 7 


La solution optimale apparaît au point 1 = 1, x2 — 3. Avec la modifica- 
tion de la deuxième contrainte, l’ensemble des solutions réalisables s’élargit 
et la nouvelle solution optimale se trouve au point 1 = 1,5, %2 = 3. 


Exercice 8 


(a) Solution de base optimale: #1 = 10, x2 = 0 et z — 30. 


(b) Avec 9%) = 1, la solution de base reste optimale avec z = 20, mais 
n’est plus unique. æ1 — 9, x2 = 2 et z — 20 est également une 
solution de base optimale. 


11.8. Chapitre 9 319 


(c) Lorsque g® = 2, la solution de base n’est plus optimale. La 
solution x1 — 9, x2 — 2 et z — 11 reste optimale. La nouvelle 
solution est : 21 =6,22=5et z=11. 

(d) Avec 0%) = 2,3, on trouve une nouvelle solution: æ1 = 0, to = 9 


et z = 9. Toute nouvelle augmentation de 0 ne modifie plus la 
solution optimale. 


(e) 


11.8 Chapitre 9 


Exercice 1 


e Méthode de la matrice minimale: 


Destinations 
Origines 1 2 
1 26 23 10 
2 14 13 21 
49 
3 16 LT 29 
52 19 


Demande | 52 68 80 
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e Méthode du coin nord-ouest: 


Ofre 
Origines 
1 26 23 10 61 
52 9 
2 21 49 
5 29 90 
80 
Demande | 52  |68 80 [200 
e Méthode de Vogel: 
Destinations Offre 
Origines 1 3 
1 26 23 10 61 
61 
2 14 13 21 49 
30 19 
3 16 17 29 90 
52 38 
Demande | 52 68 80 200 
Exercice 2 
Solution optimale: 
Destinations Offre 
Origines 1 3 
1 26 23 10 61 
61 
2 14 13 21 49 
30 19 
3 16 LT 29 90 
52 38 
Demande 700 


Avec z = 2 877 
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Exercice 3 
La solution est optimale car toutes les boucles sont non-négatives. 
Exercice 4 


Solution optimale: 


Destinations Offre 
Origines 1 p. 3 
1 12 9 é 350 
100 250 | 
2 15 22 21 400 
400 | 
3 23 17 11 220 
50 170 | 
Demande | 500 300 170 [ 970] 


Avec z = 12 170 
Exercice 5 


Ce problème peut être considéré comme un problème de transport représenté 
par le tableau suivant: 


Destinations Offre 


Origines 


is) 
2 
9 
8 
9 
0 


Demande | 100 | 200 | 150 [ 170 [130 ]] 750 | 
Avec la matrice : 


> 
| 
OS OO OO OC OCO- 
OO OO OhOOOO.- 
OS Oh ODSOCOCOs 
OO HO OOOCOOCO- 
OO O OC COor 
OS OO ODT OC O©Q 
SO OO OhHOCOOOhR © 
OS OhODS OCR O©Q 
OO BOSS OO OR © 
OC OCOoCCOorR © 
OS OO OO Ok O © 
OO OO OhOCOOHR OO © 
SO OhODS Oh OO © 
OO BH OOSO OR O©Q © 
OO OCOoCOMmOC 
OS OO ODS rm OC © 
OS OO OhORm OO © © 
OS OhOOC © © © 
OO BOSS OR © © © 
OO OOCOMmOCOoCC 
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En choisissant la méthode de la matrice minimale pour la solution de 


base, on trouve comme solution optimale du problème de transport: 
Destinations 


Origines 


9 


3 


Demande | 100 


200 


Avec z = 4 250 
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